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I. GRUPPEN

Dies ist eine Mitschrift der Vorlesung ,Einfithrung in die Algebra“von Prof. Dr. Catha-
rina Stroppel an der Universitdt Bonn, gehalten im Wintersemester 2017/18.

[9. Oktober 2017]
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Assistent: Dr. Martin Palmer

Abgabe der Ubungsblitter: Donnerstag vor der Vorlesung

Beginn der Ubungsgruppen: Zweite Vorlesungswoche

Literatur: siche Homepage

I. Gruppen

1. Grundlegendes

Definition 1.1. Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Abbildung

o:GXG—>G
(g,h) —goh

(genannt Gruppenoperation), sodass gilt:
(Gl) (aob)oc=ao(boc)Va,b,ce G (Assoziativitit)
(G2) de€ G mit goe =g =ecog Vg € G (Neutrales Element)
(G3) Vg € G g~ ! sodass gog™! = e =g ' og (Inverse Elemente)
Bemerkung.

e Das neutrale Element e ist eindeutig.

e Inverse Elemente g~! sind eindeutig.

e Es reicht sogar, die Existenz von Linksneutralem und Linksinversem oder Existenz
von Rechtsneutralem und Rechtsinversem zu fordern.

e Es gelten die Kiirzungsregeln:

aoc=boc & a=b Ya,b,c € G
coa=cob & a=5b Va,b,c € G


http://www.math.uni-bonn.de/people/palmer/A1.html

I. GRUPPEN

Definition 1.2. (G, o) heifit abelsch, falls goh = ho g fiir alle g, h € G gilt.
Beispiel 1. Einige Beispiele fiir Gruppen:
o (Z,+)
e Fiir einen Koérper (K, +,-) sind (K, +) und (K* = K \ {0}, ) Gruppen.
e Ist (V,+,-) ein K-Vektorraum, so ist (V,+) eine Gruppe.

e Fiir einen Kérper K und n € N ist GL,(K) eine Gruppe mit der Matrixmultiplika-
tion als Verkniipfung.

e Sei M eine nichtleere Menge sowie Sy, == {f: M — M | f invertierbar}. Dann ist
(Su, 0) eine Gruppe, wobei o die Komposition von Abbildungen ist. Der Spezialfall
M ={1,...n}, n € N ergibt die symmetrische Gruppe S,, der Ordnung n!.

e Sei (G, 0) eine Gruppe und a € G fest gewahlt. Dann ist (G, o,) eine Gruppe, wobei
gosh=goaoh.

Definition 1.3. Sei (G, o) eine Gruppe. Dann ist die Anzahl |G| der Elemente von G
die Ordnung von G.

Definition 1.4. Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit Untergruppe, falls
H # () und aus hy, hy € H bereits hy o hy' € H folgt. Wir schreiben dann H < (G, 0)
oder H < (.

Bemerkung. H < (G, o) gilt genau dann, wenn gilt:
(UGO) e H
(UG1) hy,hy € H= hyohy € H
(UG2) he H=h'e H
Offensichtlich sind Untergruppen wieder Gruppen.
Beispiel 2.
o 27 < (Z,+)
e neN; O(n) ={4 € GL,(R)|AAT = 1,,} < GL,(R) die orthogonale Gruppe

neN; Un)={4c¢ GLn(C)\AZT =1,} < GL,(C) die unitare Gruppe

SL,(K) = {A € GL,(K)|det(A) = 1} < GL,(K)

SO(n) = O(n) N SL,(R) < O(n)

Spezielle unitidre Gruppe
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1 a b
e H(3,R) = 01 ¢ : Obere Dreiecksmatrizen, nur Einsen auf der Diagonalen
0 01

(Heisenberggruppe)

Definition 1.5. Sei (G, o) eine Gruppe. Sei ) # N C G. Dann ist (N) die (beziiglich
Inklusion) kleinste Untergruppe von G, die N enthélt (aus H < G mit N C H folgt also
(N) C H). Wir nennen (N) die von N erzeugte Untergruppe von (G, o).

Bemerkung. (N) ist wohldefiniert, denn seien Hy, Hy < G mit N C H;, N C H,, dann
liegt N in H; N Hy und es gilt H; N Hy < G. Also eine existiert kleinste Untergruppe,
die N enthalt; (N) ist wohldefiniert.

Definition 1.6. Sei G eine Gruppe und N C G.

1. N erzeugt die Gruppe G, falls (N) = G. In diesem Fall heiit N Erzeugendensystem
der Gruppe G.

2. (G, o) heifit endlich erzeugt als Gruppe, falls ein N C G mit |N| endlich und
G = (N) existiert.

Bemerkung. Sei (G,o) eine Gruppe sowie N C G. Dann wird G genau dann von N
erzeugt (also G = (N)), wenn fir alle ¢ € G Elemente ny,...,n, € G mit r € Ny
existieren, sodass g = ny o ---on, (mit g = e, falls 7 = 0) und n; € N oder n;* € N fiir
alle 1 <14 < r gelten.

Beweis.

,<=“1 Sei g € Gund g = nyo---on, wie oben. Daraus folgt g € (N),dany,...,n,. € (N)
und damit auch g € (N), weil (N) eine Gruppe ist. Deshalb folgt G C (N), also
G = (N).

,= Sei G = (N). Wir behaupten H := {g € G | g von obiger Form} < G, was der
aufmerksame Leser sich in einer ruhigen Minute selber iiberlegen moge.

Da (N) C H nach Definition von (N) gilt und (N) eine Gruppe ist, muss also
(N) = H wegen Minimalitat gelten, da N C H gilt. Nach Voraussetzung folgt
G = H. Also hat jedes g € G die obige Form. m

Beispiel 3. Beispiele fiir Erzeugendensysteme:
e {Transpositionen} C S,,, d.h. (4,j) mit 1 <i < j < n erzeugen die Gruppe S,.
e {Einfache Transpositionen} C S,,, d.h. (i,7) mit 1 <7< j =i+ 1 < n erzeugt S,.

Definition 1.7. Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls ein g € G existiert, sodass ({g}) = G
gilt, also G’ von einem Element erzeugt wird.

Man beachte ({g}) ={e,9,97 ", 9%, 97%,...} ={g"| i € Z}.
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Beispiel 4. (Z,+) ist zyklisch mit Z = ({1}) = ({—1}).

Definition 1.8. Seien (G, o) und (G’, o') Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus von
G nach G’ ist eine Abbildung f: G — G’ mit f(goh) = f(g) o’ f(h) fur alle g, h € G.
f ist ein Gruppenisomorphismus, falls f zusédtzlich invertierbar ist. Wir schreiben

~Y

(G,0) = (G', ), falls ein Gruppenisomorphismus von G nach G’ existiert und nennen
die Gruppen isomorph.

Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen. Sei f: G — G’ ein Gruppenho-
momorphismus von G nach G’. Dann gilt:

(E1) f ist genau dann ein Gruppenisomorphismus, wenn f~! ein Gruppenisomorphismus
ist. Nach Definition existiert f~'; es ist somit f~(¢' o' ') = f~(g') o f71(I)
fir alle ¢/, ' € G zu zeigen. Seien also ¢’,h’ € G’'. Es existieren g,h € G mit
flg)=¢, f(h) =1 Es folgt

FHg o W) = f(g) o f(h) = f'(f(goh))=goh=f"(g)o f'(h).

(E2) f bildet das neutrale Element auf das neutrale Element ab.

[9. Oktober 2017]

[12. Oktober 2017]

(E3) f bildet Inverse auf Inverse ab.

(E4) Sei (G”,0") eine weitere Gruppe sowie f’: G’ — G” ein Gruppenhomomorphismus
von (G’,0’) nach (G”,0"). Dann ist f’ o f ein Gruppenhomomorphismus, da

(f'of)lgoh)=f(flgoh))=[f(f(g)o" f(h)=(fo[f)g)o" (f o f)h)
fir alle g, h € G gilt.
Beispiel 5. Beispiele fiir Gruppenhomomorphismen:

e idg: G — G, g+ g ist ein Gruppenhomomorphismus von (G, o) nach (G, o).

Achtung: idg ist kein Gruppenhomomorphismus von (G, o) nach (G, o,), falls
a # e.

e det: GL,(K) — K* fiir einen Kérper K ist ein Gruppenhomomorphismus.
o f:R* — Ry, x+ |z|ist ein Gruppenhomomorphismus von (R*,-) nach (Rxo,-).

e 1z — exp(x) ist ein Gruppenhomomorphismus von (Z,+) nach (R*,-).
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1 a 1 a
OBetrachteG’—{<O 1) 01 )
Das ist ein Gruppenhomomorphismus von (Z, +) nach (G, Matrixmultiplikation).

a

. . . . : 1
Es ist sogar ein Gruppenisomorphismus mit dem Inversen 01|

aEZ} < GL,(R," ) und f: Z — G, a

o Trivialer Gruppenhomomorphismus: Schicke alles auf das neutrale Element.

e Sei (G, 0) eine Gruppe und a € G. Dann ist f: G — G, g+ goa~! ein Gruppen-
homomorphismus von (G, o) nach (G, o,).

Lemma 1.1. Sein € Z.

1. Dann existiert genau ein Gruppenhomomorphismus can: Z — Z/nZ von (Z,+)
nach (Z/nZ,+) mit can(1) = 1.

2. Fallsn # 0, so existiert kein nichttrivialer Gruppenhomomorphismus f: Z/nZ — 7.
Beweis.

1. Eindeutigkeit: Sei f: Z — Z/nZ ein Gruppenhomomorphismus. Dann folgt f(0) =
0 und falls f(1) =1, so gilt f(n) = f(1+...1) =n- f(1) fir alle n € N und
damit auch f(—n) = —nf(1). Dadurch ist f eindeutig definiert.

Gruppenhomomorphismus: Es gilt dann can(z) = 7 fir alle x € Z und da
can(x +y) = r+y = T+ 7Y = can(z) + can(y) ist das auch ein Grup-
penhomomorphismus.

2. Sein #0, f: Z/nZ — 7Z ein Gruppenhomomorphismus und f(1) = z. Dann gilt
(0.B.dA.neN)0=f(0)=f(n)=f(I+...1) =nf(1) = nz, also x = 0. Somit
ist f ein trivialer Gruppenhomomorphismus. O

Lemma 1.2. Sei (G, 0) eine Gruppe.

1. Sei Aut(G) = {f: G — G | f Gruppenisomorphimus von (G, o) nach (G,0)}.
Dann ist Aut(G) eine Gruppe, die Automorphismengruppen von G.

2. Betrachte die Abbildung Konj: G — Aut(G), g — Konj(g), wobei Konj(g)(h) =
go hog! fiir alle h € G. Dann ist Konj ein Gruppenhomomorphismus von G
nach Aut(QG), welcher im Allgemeinen nicht injektiv ist.

Beweis. Einfaches Nachrechnen. O
Bemerkung.

1. Falls (G, o) abelsch ist, dann ist jede Konjugation die Identitét.

2. Konj(g) =idg < g€ Z(G) ={x € G|lroy=yox Yy € G}

Konvention: Von jetzt an schreiben wir meist gh statt g o h und G statt (G, o).
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Satz 1.3. Sei f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

ker(f) ={g9€G| flg) =e} <G  Kernvon f

im(f) ={¢de€G|3geCG:f(g)=9g} <G Bildvon f
Beweis. Einfaches Nachrechnen. O
Beispiel 6.

1. ker(can: Z — Z/nZ) = nZ < Z
2. ker(Konj: G — Aut(G)) = Z(G) < G
3. ker(det: GL,(K) — K*) = SL,(K)

Ubung: Ein Gruppenhomomorphismusf ist genau dann injektiv, wenn ker f = {e}.
Satz 1.4 (Satz von Cayley). Sei G eine Gruppe. Dann ist
b: G — SG
9 — @(g)

mit ®(g)(h) = gh fir alle h € G ein injektiver Gruppenhomomorphismus. (Damit kann
man G als Untergruppe einer Permutationsgruppe ,realisieren®)

Beweis.
Wohldefiniertheit: ®(g) ist invertierbar mit Inversem h +— g~ 'h.

Gruppenhomomorphismus: Zu zeigen: ®(g1g2) = ®(g1) o ®(g2), also P(g192)(h) =
®(g1)(P(g2)(h)) fur alle h € G. Es gilt ®(g192)(h) = g1g2h und ®(g1)(P(g2)(h)) =
®(g1)(g2h) = g1g2h, was zu zeigen war.

Injektivitdt: Es reicht zu zeigen, dass der Kern trivial ist. Sei g € ker ® < ®(g) = e
idg & ®(g)(h) =hVhe G gh=hVhe (@& g=e.

LIl

2. Satz von Lagrange und Normalteiler

Definition 2.1. Sei G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe und a € GG. Dann ist:
e aH = {ah | h € H} C G die Linksnebenklasse von H zu a
o Ha={ha|h € H} C G die Rechtsnebenklasse von H zu a

Meist arbeiten wir mit Linksnebenklassen und nennen sie einfach Nebenklassen.

Aus der Linearen Algebra wissen wir folgendes:

1. Zwei Nebenklassen sind gleich oder disjunkt d.h. aH NbH # () & aH = bH <
b~la € H.



I. GRUPPEN

2. Die Abbildung aH — H, ah +— h ist bijektiv. Alle Nebenklassen haben somit
dieselbe Kardinalitéat.
3. Es gilt _
G =|JgH = poH,

geG beR

wobei R C G, sodass die bH mit b € R genau ein Reprasentantensystem fiir die
verschiedenen Nebenklassen bilden.

4. g € aH < ¢g~' € Ha™! (dadurch ergibt sich eine Bijektion zwischen Links- und
Rechtsnebenklassen)

Definition 2.2. Bezeichne mit G/H die Menge der Linksnebenklassen von G beziiglich
H und mit H\G die Menge der Rechtsnebenklassen. Dann gilt |G/H| = |H\G| (nach
dem 4. Beispiel oben). Wir nennen diese Zahl den Index, auch (G : H), von H in G.

Satz 2.1 (Satz von Lagrange). Sei G eine eine endliche Gruppe sowie H < G eine
Untergruppe. Dann gilt
G| = [H|- (G : H).

Insbesondere: |G| = p Primzahl = H = {e} oder H = G.

Beweis. Die Formel folgt direkt aus Beispiel 3, 2 und der Definition des Index.
Falls nun |G| = p gilt, so muss auch |H| = 1 oder |H| = p gelten, woraus H = {e}
oder H = G folgt. m

Noch mehr Wissen aus der Linearen Algebra: Falls G abelsch ist, dann ist G/H wieder
eine Gruppe mit Gruppenoperation

o:G/HxG/H — G/H
(aH,bH) — abH

Im Allgemeinen (falls G nicht abelsch ist) ist o nicht wohldefiniert (sieche Ubungsblatt 2).
Definition 2.3. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H < G heifit Normalteiler, falls
Vge G, he H:gohogte H

gilt. Wir schreiben dann H < G.
Bemerkung. Falls G' abelsch, dann ist jede Untergruppe Normalteiler.
Lemma 2.2. Sei f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt ker(f) < G.
Beweis. Sei g € G und h € ker f. Dann gilt:
flghg™) = f(a)f () f(9)™" = fg)f(g) ™ =

= ghg™' € ker f
=ker f < G m


http://www.math.uni-bonn.de/people/palmer/EIDA-Blatt-02.pdf
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[9. Oktober 2017]

[16. Oktober 2017]

Satz 2.3. Sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler. Dann gilt:

1. G/N bildet Gruppe mit o: G/N x G/N — G/N, (aN,bN) +— abN.

2. Die Abbildung

can: G — G/N
g— gN

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis.

1. Esgilt (aNobN)ocN = abNocN = abcN = aNo(bNocN) = (G1). Offensichtlich

ist eN = N neutrales Element = (G2). a™'N ist das Inverse zu aN = (G3).

Jetzt ist noch die Wohldefiniertheit zu zeigen. Sei also a; N = as N und b1 N = by N.
Daraus sollte a1b1 N = asbs N folgen.

Tatsdchlich gilt a;'a; € N und b;'by € N. Dann gilt auch (ab;) ' (aghy) =
by tay tashy, wobei a;tay € N und

bytay taghy = by by (by tay taghy) € N

= (albl)*lang e N
= a1 b N = asbs N

. Surjektivitat ist klar nach (3); um zu zeigen, dass das ein Gruppenhomomorphismus
ist, muss man das einfach nachrechnen. O

Bemerkung. Somit gilt, dass Normalteiler genau die Kerne von Gruppenhomomorphismen

Satz 2.4 (Homomorphiesatz). Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Sei N <1 G
ein Normalteiler. Dann: N C ker(f) < 3! Gruppenhomomorphismus f:G/N — H,
sodass focan = f. Also

G S N H
can TH!? Gruppenhom
G/N

10
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Beweis. ,<“: ker(can) = {g € G|gN = N} = {g € Glg € N} = N = f(N) =
flcan(N)) = f(e) = e = N C ker(f).
,=": Eindeutigkeit: Es muss fiir f gelten: f(aN) = f(can(a)) = f(a) YaN € G/N = f
eindeutig bestimmt durch f.

Existenz: Wir setzen f(aN) := f(a) YaN € G/N. Das ist offensichtlich wohldefiniert.

Nachrechnen ergibt, dass es auch ein Gruppenhomomorphismus ist. O

Korollar 2.5. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt G/ ker f = im f.

Beweis. ker f < G nach Lemma 2.2 = G/ ker f ist eine Gruppe nach Satz 2.3. im f
ist eine Gruppe nach Satz 1.3. Setze N = ker f. Klar: N C ker f. Also existiert nach
Satz 2.4 ein f, sodass

G % H
can TEI? Gruppenhom
G/ ker f

Also haben wir f: G/ker f — imf ein Gruppenhomomorphismus. Er ist surjektiv,
weil can surjektiv ist.
Behauptung: f ist injektiv.

Es gilt f(aN) = f(a) = e & a € ker f = N. Also ker f = {N}, was das neutrale
Element in G/ ker f ist. Also ist f injektiv. = f ist Gruppenisomorphismus. O

Satz 2.6 (1. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H < G, N < G. FEs gilt:
1. HN ={hnlhe Hne N} < G
2. N<HN, (HNN)< H
3. H/(HNN)= HN/N mit dem Gruppenisomorphismus h(H N N) — hN

Beweis.

1. HN # (), da e = ee € HN. Seien hini,hany € HN (h; € H,n; € N). Dann
ist hini(hone) ™" = hining 'hy' = hihy 'honing'hy', wobei niny' € N. Somit
gilt auch hyniny'hy' € N, da N <1 G. Da hihy ' € H ist der gesamte Ausdruck
Element von HN.

2. Zunéichst zeigen wir, dass N <« HN. Es gilt N C HN, da n = en. Daraus folgt,
dass N < HN weil N < G; analog auch N < HN, weil N < G.

Noch zu zeigen: (H N N) < H. Es ist offensichtlich, dass (H N N) C H und
(HAN) < H, weil (HNN) < G. Seiz € HNN, h € H. Dann gilt hah™' € H,
weil H < G und hah™' € N gilt, da N < G. Also heh ™' € (HNN)= HNN <1 H

11
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3. Betrachte

f: H—HN <% HN/N

h —he

Es lésst sich leicht nachpriifen, dass f ein Gruppenhomomorphismus ist. Fiir x € H
gilt x € ker(f) & zeN = N & z = ze € ker(can) = N & z € (H N N). Also
existiert nach dem HOMOMORPHIESATZ ein Gruppenhomomorphismus f:

f:H/(HNN)— (HN)/N

Dieser ist nach Konstruktion injektiv.

Surjektiv: Sei hnN € (HN)/N mit h € H,n € N. Dann gilt aber: hnN = hN
und dann f(h) = hN. Somit gilt f ocan(h) = f(can(h)) = hN woraus folgt, dass
hN € im f. Folglich ist f surjektiv und deshalb ein Gruppenisomorphismus. [

Anmerkung zu Beweis des Homomorphiesatzes: Wo wird in ,,=“verwendet, dass N C
ker f7? Es wird benotigt fiir die Wohldefiniertheit von f.

Satz 2.7 (2. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe; N1 << G, Ny < G, Ny € Ny. Dann
gilt Ny < Ny und No/Ny < G/Ny und es gilt:

(G/N1)/(Na/N1) = G/Ns
durch den Isomorphismus (¢N1)No /Ny — gNs.

Beweis. G /Ny ist eine Gruppe, weil N1 < G. Analog fiir Ny. Auch gilt Ny/N; C G/Nj.
Aus N; C N, folgt, dass Ny < Na, weil Ny < G. Sei

f: G/N1 —>G/N2
gNy g Ny
Das ist wohldefiniert: Seien g, h € G.
gNy = hN;
=g 'he N CN,

= gN2 = hN2
= wohldefiniert

Klar: f ist surjektiv und gN; € ker(f) < gNo = Ny < g € N,. Also gilt ker(f) =
{gN1|g € No} = N5/Nj. Also insbesondere Ny/N; < G/N;j. Nach dem Korollar des

Homomorphiesatzes erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus
f: (G/Ny)/ker f(= Ny/N;) — im f = G/N, (da f surjektiv)

Nach Kosntruktion ist f injektiv, also erhalten wir den gewiinschten Gruppenisomorphis-
mus mit f(gNy - (Na/Ny)) = f(gN1) = gNs. H

12
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Anwendungen

1. Anzahiformel: Sei G eine endliche Gruppe, H < G, N <1 G. Dann gilt

_ H][N]

HN| =
NI = 1A

Denn nach dem SATZ VON LAGRANGE ist |[H| = |[H N N|(H : HN N) und
|HN| = |N|(HN : N). Nach dem 1. ISOMORPHIESATZ ist (H : HNN) = (HN : N).
v

2. Sie (G,0) = (Z,+), m,n € N und m|n. Wir wissen: mZ < Z und nZ < Z (sogar
Normalteiler, weil G abelsch ist). Klar ist: nZ C mZ (insbesondere auch nZ <1 mZ).
Dann gilt

(Z/nZ)](mZ/nZ) = Z/mZ

3. Zyklische Gruppen
Wir schreiben kurz (g) statt ({g}).

Satz 3.1. Untergruppen von zyklischen Gruppen sind zyklisch.

Beweis. Sei G eine zyklische Gruppe; G = (g) mit g € G. Sei H < G.

Fall 1 H = {e} = (e), also zyklisch

Fall2 H# {e} = 3ImecZ\{0}:e#g¢g" € H=IneN:e#g" € H (weil H < qG).
Wiéhle n = min{j € Nle # ¢ € H}. Behauptung: H = (g").
L2 Klar, da g" € H

,=": Angenommen, Gleichheit gilt nicht. Also 3s € Z : ¢°* € H \ (¢g") (beachte
G = (g)). Schreibe s = an+r fir a,r € Zund 0 < r < n. Falls r =0, dann s = an
und ¢°* = ¢g** = (¢")* € (¢g") Widerspruch!

Falls r > 0: Dann g" = (¢°")"'¢*"¢" = ((9")*)"'g* € H (Widerspruch zur Minima-
litéit)

Somit war die Annahme falsch und H ist zyklisch. O]

[16. Oktober 2017]
[19. Oktober 2017]

Lemma 3.2. Bilder von zyklischen Gruppen unter Gruppenhomomorphismen sind zy-
klisch.

Beweis. Sei f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus qnd sei G zyklisch,‘also G = (g)
fiir ein g € G = G = {gli € Z} also f(G) = {f(¢")li € Z} = {(f(g)li € )}
(f(9)) = im f = (f(g)) zyKlisch.

I
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Lemma 3.3. Sei G endliche Gruppe |G| = n < oco. Sei g € G mit G = (g) (also G
zyklisch). Sei ord(g) = min {j € N|¢g/ = e}. Dann gilt: ord(g) = n.

Definition 3.1. Allgemeiner: Sei G irgendeine Gruppe, g € G. Dann definiere

min {j € N|g/ = e} falls das existiert

ord(g) = {

o0 sonst

Wir nennen ord(g) die Ordnung von g € G.

Beweis von Lemma 3.5. 1. Behauptung: ord(g) existiert. Angenommen es existiert
nicht, also ¢/ # g Vj € N = ¢ # ¢/ fallsi # j, 1,7 € N (denn sonst gilt
g7 =e=¢""miti—j € Noder j —i€N). Also |G| = co = Widerspruch.

Jetzt ist noch zu zeigen, dass n = ord(g) gilt. Dazu sei S = {g, g%, ..., ¢ = e} C
G.

2. Behauptung: S < G. Klar: e € S. Sei g%, ¢* € S. Schreibe a — b = k - ord(g) + 7,
wobei k,r € Z,0 < r < ord(g). Daraus folgt

ga (gb)il _ gafb _ gk-ord(g)+r — <g0rd(g)>kgr _ ekgr _ egr _ gr cS

weil 0 < r < ord(g). Da g € S, gilt (g) C S. Weil S < G ist klar, dass S C (g),
also (g) = S.

3. Behauptung: |S| = ord(g). Seien ¢’, ¢/ € S mit 1 < i,j < ord(g) und ¢* = ¢’. Also
g7 =e= ¢’ was ein Widerspruch zur Minimaltitit von ord(g) ist auer i = j.
Folglich sind die ¢(1 < i < ord(g)) paarweise verschieden, was die Behauptung
zeigt. [

Bemerkung. Sei G irgendeine Gruppe, g € G. Dann gilt: ord(g) = |(¢g)| und nach SATZ
VON LAGRANGE denn ord(g) teilt |G|, falls |G| endlich.

Satz 3.4 (Klassifikation zyklischer Gruppen). Je zwei zyklische Gruppen der selben
Ordnung sind isomorph. Genauer gilt fir G zyklische Gruppe:

Y

Z falls |G| = o0
Z/nZ  falls |G| =n

Beweis. Sei G = (g) mit g € G. Sei f:Z — G : j +— ¢’. Dann ist f ein Gruppenhomo-
morphismus (nachrechnen) und surjektiv, da G = (g).

Fall 1 |G| = oo. Dann muss f injektiv sein, damit f ein Isomorphismus ist und damit Z =
G. Falls f nicht injektiv ist, dann 3i,j € Z,i # j mit ¢' = ¢/, als g7 = e = ¢/~
Folglich ist ord(g) < co. Damit wéire G nach 3.3 endlich, was ein Widerspruch ist.

14
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Fall 2 |G| = n endlich. Dann folgt aus 3.3:
ord(g)=n=¢"=e=>g"=(¢")V=e"=eVk € Z=nZ Cker I

Nach dem Homomorphiesatz gilt dann:

Z%G

can TH! f Gruppenhom

Z/nZ

Also f :Z/nZ — G. Da |Z/nZ| = n = |G| muss diese surjektive Abbildung schon

ein Isomorphismus sein.

4. Auflésbare Gruppen

Definition 4.1. Eine Normalreihe eine Gruppe G ist eine Kette von Untergruppen der
Form {e} = Gy < G; < ... <4 G, = G. Man nennt die Quotientengruppe G;/G;_; die

Faktoren der Normalreihe.

Definition 4.2. Eine Gruppe heifit auflosbar, falls eine Normalreihe mit abelschen

Faktoren existiert.

Beispiel 1.
1. Abelsche Gruppen sind auflosbar: {e} < G und G/{e} = G, also abelsch

2. Sei G = {(a b) € GLQ(K)} < GLy(K). Behauptung: G ist auflosbar. Dazu

0 d

,  Jfa O
betrachtet man G’ = 0 d

, [a b a 0
f:G—)G'(O d)r—><0 d)

was ein Gruppenepimorphismus ist (nachrechnen). Es gilt:

kerfz{(é Ii)]beK}qG

Folglich gilt ker f = (K, +), sodass <0 1> = b, weil (Q 1) (0 1) - <0

Gruppe ist.

) € GLQ(K)} < GLy(K), wobei G’ insbesondere eine

1 b4V

als Gruppenhomomorphismus offensichtlich bijektiv ist. Damit ist ker f abelsch

und G’ somit auch.

:>{6}:G0<kel"f:G1<G2:G

und ker f/{e} abelsch, sowie auch G/ker f = im f = G’ abelsch. Somit ist G

auflosbar.

15
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3. .S, ist auflésbar. Betrachte
Sy > A4 = {71' € S4| sgn(w) = 1}

Nach LA 1 ist sgn ein Gruppenhomomorphismus und damit A4 = ker(sgn) < Sj.
Es gilt Sy < Ay, weil Ay = ker(sgn) oder weil (S, — A4) = 2, was dann nach Blatt
2 folgt. Betrachte nun

Ay >V, = {e, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}

al|lb|c

Gruppentafel: ajlejc|b
clela

cllblale

Dann gilt Ay < Vj, da folgendes gilt:

Vr € Sy o (ay,a)(as, ay) on™t = (w(ay), m(az)) (7 (as), w(as))

e
weil

T
r———>a1 »—>a2 |—> T as

ay
a2
az) —— a3 —ayq — T(ay

™

(a1)
(a2)
(a3)
(a4)

(az)
— ag —ay — m(aq)
(as)
(as)

ay) — a4 —ag — m(as

also V; < A,. Folglich haben wir
{6}:G0<]V21:G1<]A4:G2<]S4:G3

G1/Go =V, ablesch

G /Gy = 7Z/27 also abelsch, da jede Gruppe H der Ordunung 2 zyklisch mit
H = (g)(g # e) ist und dann nach Klassifikationssatz H = 7, /27

G3/Go Wir wissen, dass |G3/Gs| = 3. Dann behaupten wir, dass G3/Gy = Z/37.
Jede Gruppe H mit |H| = 3 ist zyklisch, denn (g) < H(g # e). Nach dem
SATZ VON LAGRANGE gilt (g) = H, weil (g) # e und 3 prim ist. Also folgt
die Aussage aus dem Klassifikationssatz.

Daraus folgt, dass S, auflosbar ist.

Satz 4.1. Untergruppen und Bilder unter Gruppenhomomorphismen von auflosbaren
Gruppen sind auflosbar.
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Beweis. Sei G auflésbar. Dann existiert eine Auflosung
{e} =Gy <G, <...<G, =G, G;/G;_1 abelsch.

Untergruppe:

1. Sei U < G. Behauptung: {e} = GoNU < (GiNU) < ... < (G,NU)=U.Es
ist klar, dass (G;—1NU) C (G;NU). Auch klar ist, dass G;NU eine Gruppe ist
und (G;_1) < (G; NU). Jetzt ist noch zu zeigen, dass (G;_; NU) < (G;NU).
Sei # € G-y NU und sei y € G; NU. Dann folgt, dass yaxy™' € U, weil

G

€Gi-1
z,y € UU < G, weil z € G;_1,y € G; und G;_; < G;. Daraus folgt, dass
yry ' € UNG;_1, was zu zeigen war.

2. Behauptung: G; NU/G;_1 N U abelsch. Nach dem 1. ISOMORPHIESATZ gilt
GZ' N U/Gi_l nNU = (U N Gi)Gi—l/Gi—l < Gi/Gi—l abelsch. Daraus fOlgt die
Behauptung.

[19. Oktober 2017]

[23. Oktober 2017]

Bild: Sei f: G — G’ Gruppenhomomorphismus. Behauptung: {e} = f(Go) < f(G1) <
... < f(Gy) = f(Q) ist eine Normalreihe mit f(G;)/f(G;_1) abelsch.

Sei v = f(y) € f(G;) mit y € G;. Dann gilt v'f(G;_1)(y) ' = f(yGi_y™!) C
f(Gy) = f(Gi—1) < f(G;) fur alle i. Betrachte nun

a: Gy L F(G) S 1(G)/f(Gimr).

Dies ist ein Gruppenhomomorphismus, welcher offensichtlich surjektiv ist. Da
Gi—1 C kera, existiert Gruppenhomomorphismus a: G;/G;—1 — f(G;)/f(Gi-1)
nach dem HOMOMORPHIESATZ. @ ist surjektiv, da auch a surjektiv ist. Weil
G;/G;_1 abelsch ist, ist auch f(G;)/f(G;_1) abelsch. Somit folgt die Behauptung.

O
Definition 4.3. Sei G eine Gruppe, M = {ghg *h~!|g, h € G}; dann heifit [G, G| = (M)
Kommutatorgruppe.

Bemerkung. Nach dem 2. Ubungsblatt gilt [G, G] <1 G. [G, G] <1 G ist sogar der kleinster
Normalteiler, sodass G/[G,G] abelsch (denn: sei N < G,a,b € G,aNbN = bNaN &
abN = baN & a 'v~tabe N & [G,G] C N).

Betrachte zu einer Gruppe die abgeleitete Reihe:

G > [G,G) > [DYG),D'G)] > .... (*)
~~ ~——
DYG)  pug) D2(G)

17
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Satz 4.2. G aufiisbar < Im € N: D™(G) = {e}.
Beweis.

»<" Die abgeleitete Reihe (*) ist nach Definition eine Normalreihe und die Faktoren
sind abelsch nach der Bemerkung.

»,=“ Sei G auflésbar und {e} = Gy < G; < ...G,, = G mit abelschen Faktoren. Nach
der Bemerkung gilt G,,/G,,_1 abelsch = [G,,,G,] C G, _;.
Behauptung: DY(G) C G,,_;. Dies ist fir i = 0;1. D'"Y(G) = [DY(G), DI(G)]
|G—1,n — 1] C G,,_;_1 nach Bemerkung. Also existiert ein n € N sodass D"(G)
Go = {e} = Im = n mit D"(G) = {e}.

HEQNIA

5. Gruppenoperationen

Definition 5.1. Sei G eine Gruppe, X # () eine Menge. Eine Operation von G auf X ist
eine Abbildung

d:Gx X —X
(9,2) —g.x = ®(g,x)

sodass
(O1) ex =z fur allex € X
(02) g.(h.z) = (gh).x fur alle g,h € G,z € X

Kurz: G operiert auf X; wir schreiben G O X.

Bemerkung. Existenz von ® ist dquivalent zur Existenz von ®': G — Sx Gruppenhomo-
morphismus mit ®'(g)(z) = g.z (nachpriifen!)

Definition 5.2. Gegeben G O X, G O Y, f: X — Y Abbildung. f heiit G-Homo-
morphismus, falls f(g.x) = g.f(x) fiir alle g € G und x € X.

Definition 5.3. G O X, x € X. Dann

1. Gz ={g.x| g € G} Bahn von z

2. G, ={g9 € G| g.x =z} Stabilisator von z

3. X¢={r € X|Vge G gx=x} Menge der Fixpunkte
Bemerkung. x ~y <y € G.x ist eine Aquivalenzrelation:

o v ~ x klar, weil z = e.x € G.w

er~y=3dgeG:gr=y=>r=gly=orvcGy=y~=x

18
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e x ~y,y~z= x~ z klar nach (O2)

Also X = Uversch.

Bahnen*

Definition 5.4. GG operiert transitiv, falls genau eine Bahn existiert. Die Operation ®
heifit treu, falls ¢’ (siehe obige Bemerkung) injektiv ist.

Beispiel 1.

0. SO(R) © R? durch Drehungen um (0,0). Hier gibt es unendlich viele Bahnen.
TOLLES BILD - to be inserted

1. G Gruppe, H < G, X = (G. Es sei H O G durch
a) h.x = hx (linksregulare Operation)
b) h.r = zh™! (rechtsregulidre Operation)
c¢) h.x := hxh™ (Konjugation)
fir alle x € X, h € H definiert, wobei sich die folgenden Eigenschaften ergeben:

a)

treu (nach dem SATZ VON CAYLEY)

e transitiv & G = H

Bahnen = Rechtsnebenklassen

X" = () & H +# {e}, sonst sind alle z € X Fixpunkte

b) wie a), auler Links- statt Rechtsnebenklassen als Bahnen

c) e Bahnen = Konjugationsklassen
o X! —loeceX|VheH : hox=2}={xcX|VheH: heh™' =z}

Zentralistator
bzgl. Konjugation auf H

e Spezialfall H = G: X = Z(G).
2. Sei G eine Gruppe, X = {H < G} und sei G O X definiert durch Konjugation als
gH =gHg'={ghg'|hec H} € X.

e Bahnen = Konjugationsklassen von Untergruppen

e Stabilisator von H € X: Gy = {¢9.H = H}, heifit auch Normalisator von H
in G, schreib Ng(H).

e X ={H<G|V9eG:gH=H}={H<G|VgeG:gHg'=H}=
{H < G}

3. Sei GG eine Gruppe, H < G, X = G/H. Dann G O X durch g.(aH) = gaH fir alle
g € G,a € G heilt Linkstranslation.

e transitiv, da Va,b € G : 3g € G : g(aH) = bH.
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e Im Allgemeinen nicht treu, da

ker & = ﬂ cHz ',
zelG

kleinster Normalteiler

Lemma 5.1. G O X. Dann
1. VreX G, <G

2. f:G/G, — G.x,gG, — g.x ist wohldefiniert, bijektiv und ein G-Homomorphismus
(wobei G links wie in Beispiel 8 oben und rechts durch G O X operiert).
3. |G.x| = (G : Gy), wobei (G : G,) = oo, falls |G/G,| = oc.
Beweis.

1. Ubung

2. Es ist klar, dass f surjektiv ist. Zur Injektivitat: Sei f(g1G.) = f(92G.). Das ist
dquivalent zu g1.2 = go.x © g7 '\p.x = & g7 gy € Gy & §1G, = goG,, fiir alle
g1,92 € G,x € X. Also ist f wohldefiniert und bijektiv.

Nun muss noch gezeigt werden, dass f ein G-Homorphismus ist: Es gilt f(h.(9G)) =
h.f(9G,) fur alle x € X, h,g € G. Aber f(h.(9G.)) = hgG, = (hg).x = h.g.x =
h-f(9Ga)

3. Bs gilt nun |G.z| 2= |G/G,| = (G : G,) O

Satz 5.2 (Bahnenformel). Sei G eine Gruppe, X eine endliche Menge und sei G O X
eine Gruppenoperation. Dann gilt:

(X[ =22(G:Ga) = X +3(G: Gay)
icl i€l
z;¢XC

wobei (x;);e; Elemente in X sind, sodass die Bahnen ein Reprdsentantensystem der
Bahnen bilden.

Beweis. Es gilt | X| = |U G| = Yicr |G| = X(G : Gy,), woraus der 1. Teil der
i€l

Gleichung folgt. Teilt man nun die Bahnen G.x; in solche auf mit genau einem Element
(& r; € X% und solchen mit > 2 Elementen, so folgt z; € X¢ & G,, = G & (G :
G.,) = 1. Daraus folgt sofort der 2. Teil der Gleichung. O

Satz 5.3. Sei G eine endliche Gruppe. G O G durch Konjugation. Sei (x;)ie; so gewdhlt,
dass die Bahnen ein Reprdsentantensystem fir Konjugationsklassen sind. Dann gilt:

G| =1Z(G)|+ (G : Cg(ay))
icl,
méeZ(G)

wobei Cq(x;) ={g € G| grig™' = x;} der Zentralisator von z; in G ist.
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Beweis. Die Formel folgt direkt aus der Bahnenformel, da Cg(z;) = G, mit der Kon-
jugation als Operation und r € X9 < gz =2Vge G & grgt =2 Vge G, & x €
Z(@Q). n

[19. Oktober 2017]
[26. Oktober 2017]

6. p-Gruppen und Sylow-Sitze

Definition 6.1. Sei p prim (insbesondere > 2). Eine p-Gruppe ist eine Gruppe G mit
|G| = p" fur ein r € Ny. Insbesondere ist |G| endlich.

Satz 6.1. Sei G # {e} eine p-Gruppe. Dann gilt |Z(G)| # |{e}| = 1. Insbesondere hat
G eine nicht-triviale abelsche Untergruppe.

Beweis. Nach Satz 5.3 hat man

Gl =12+ X (G:Ga).
~— i€l
durch p teilbar € Z(G)

A

Nach dem SATZ VON LAGRANGE ist A durch p teilbar oder gleich 1, weil G eine p-
Gruppe ist. Letzters kann aber nicht sein, da (G : G,,) = 1< G =G, < z; € Z(G),
Widerspruch. Also sind die Summanden (G : G,,) und somit auch A durch p teilbar.
Damit teilt p auch |Z(G)| = |Z(G)| > 2 = Z(G) # {e}. O

Satz 6.2. Sei G eine p-Gruppe. Dann existiert eine Normalreihe der Form
{e}=Gy<... <G, =G

fir einn € N, sodass G;/G;—1 = Z/pZ (1 <i < n). Insbesondere ist G aufiosbar.

Beweis. Ubungsblatt 3. O

Definition 6.2. Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl. Sei |G| = p"m mit p { m.
H < G heifit p-Sylowgruppe, falls |H| = p". Wir definieren

Syl,(G) = {H < G | H ist Sylowgruppe}.

Satz 6.3 (Sylowséatze). Sei p eine Primzahl, G eine endliche Gruppe, |G| = p"m mit
pfm.

1.Y0O<k<r:3H <G mit |H| =p*

2. Sei U < G eine p-Gruppe. Dann 3g € G, sodass U < gSg~" fir alle S € Syl (G)
qilt.
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3. Sein, = |Syl,(G)|. Dann gilt
e n, =1 (mod p)
° ny | m
Beweis.
1. Sei 1 <k <r. Der Fall k = 0 ist klar mit H = {e}. Sei X = {A C G | |A]| = p*},
wobei | X| = (p;,:n). Nach Ubungsblatt 3 gilt: p"=*1 + | X].
Nun G O X durch g.A = gA = {ga | a € A} fir alle g € G, A € X. (klar:
|gA| = pF, also gA € X). Nachrechnen: (O1), (02) gelten (offensichtlich).

Nach der BAHNENFORMEL folgt |X| = Y./ (G : Gg,), wobei 3i € I, sodass
p MG Gy,), weil pr=Ft 4| X|. Wihle solch ein z; =: A’ € X.

Behauptung: Es gilt G4 < G mit |G /| = p¥. Dann wiirde 1) folgen mit H = Gar.
Es ist klar, dass G4 < G gilt. Nach dem SATZ VON LAGRANGE folgt dann:
|G| = |Ga|(G: Ga), wobei p" die linke Seite der Gleichung teilt, und im Index auf
der rechten Seite p hochstens r — k-mal vorkommt.

Deshalb gilt: p* teilt |G 4/| und somit p* < |G a/|. Sei a € A’. Dann muss G u.a =
{g.a | g € Ga} C Ga.A" C A" nach Definition von G 4 gelten.

Also folgert man |G /| = |G ar.a| < |A’| = pF. (nach der Definition von G 4.a und
A’ € X). Somit erhilt man |G 4| = p¥, wodurch die Behauptung und somit auch
die erste Aussage gezeigt ist.

2. Sei U < G mit |U| = p* fiir ein s € N. Sei S € Syl,(G). Sei U O G/S wie in
Beispiel Punkt 3 auf Seite 19 durch Linksmultiplikation gegeben. Es gilt nun
u.(gS) = ugS VueUygeG
m=G/S| = Y (U Us,)

il
nach Definition von S € Syl,(G) und dem SATZ VON LAGRANGE. Die zweite
Gleichheit folgt aus Satz 5.2.

Weil p t m, existiert ein i € I sodass p1 (U : U,,). Wakle ein solches x; =: aS. Nach
dem SATZ VON LAGRANGE ist

P’ =|U| = |Uus|(U : Uys).
Also (U : U,s) = 1. Also gilt U = U,s. Damit folgt

w.aS = aS Va € U
< (uwa)S = aS YueU
& aluaS = S Yue U
& alua € S Yu e U
& u € aSa™t YueU
Setze ¢ == a und erhalte U < gSg~'.
3. Ubungsblatt 3. O
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Konsequenzen. Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl.
1. Je zwei p-Sylowuntergruppen in G sind zueinander konjugiert, also

S,8"eSyl(G)=3geG: 5 = gSg L.

Beweis. Nach Sylowsatz 2 folgt 3g € G mit S’ < gSg~'. Da |S'| = |gS¢g~!| nach
Definition der p-Sylowgruppe gilt, folgt S’ = gSg~. O

Beachte: Falls n, = | Syl,(G)| = 1 gilt, also 3! p-Sylowgruppe 5, dann ist S < G.
Denn Vg € G ist gSg~! wieder eine p-Sylowgruppe, also gSg~! = S.

2. (Cauchy) Falls p | |G| gilt, dann existiert ein g € G mit ord(g) = p.

Beweis. Nach Sylowsatz 1 existiert H < G mit |H| = p. Wéhle ein g € H, g # e.
Dann ist (g) < H und (g) # {e}, also (¢9) = H nach dem SATZ VON LAGRANGE.
Aus Abschnitt 3 folgt ord(g) = |H| = p. O

3. Es gilt: G ist p-Gruppe < Jedes Element g € GG hat Ordnung p?® fiir ein geeignetes
s € Ny (abhéngig von g).

Beweis.

,= Sei g € G, sei ord(g) = n. Aus Abschnitt 3 folgt |(g)| = n. Daraus folgt
n | |G| nach dem SATZ VON LAGRANGE. Da G eine p-Gruppe ist, muss nun
n = p° fiir ein s € Ny gelten.

“«= Zu zeigen: |G| = p" fir ein r € Ny. Angenommen ¢ | |G| fiir ¢ Primzahl
p # q. Nach dem Satz von CAUCHY existiert g € G mit ord(g) = ¢. Das ist
ein Widerspruch. O
Bemerkung. p-Gruppen mit unendlicher Ordnung kann man definieren als Gruppen
mit ord(g) = p", 7 € Ny von p fir alle g € G.

Anwendungen. Vorbemerkung: Sei G eine Gruppe, |G| = p prim. Dann folgt G =
Z/pZ. (Denn wihle g € G, g # e. Es gilt (¢g) < G und nach dem SATZ VON LAGRANGE
ist |(g)] = p = |G|, also ist G = (g) zyklisch und somit G = Z/pZ nach Klassifikation
von zyklischen Gruppen.)

Satz 6.4. Sei G eine Gruppe, |G| = pq mit p # q Primzahl. Dann ist G auflosbar.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei p > ¢. Nach Sylowsatz 3 gilt: n, | ¢,
also n, € {1,¢} und n, =1 (mod p).

Dann gilt n, = 1, weil p > ¢. Nach Punkt 1 der Konsequenzen der Sylowsatze gilt 3!
p-Sylowgruppe S und S <0 G. Nach der Definition von p-Sylowgruppe und weil |G| = pq
ist, gilt |S| = p. Also erhalten wir eine Normalreihe

{e} < S <@
mit S/{e} = S =Z/pZ und |G/S| = q, also G/S = Z/qZL.
Die Faktoren sind folglich abelsch und somit ist G' auflosbar. m
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Satz 6.5. Sei G eine Gruppe, |G| = pqg mit p,q prim sowie p < q und p{q— 1. Dann
folgt G = Z/pZ x 7] qZ.

Beweis. Nach Sylowsatz 3 gilt n, € {1,¢},n, € {1,p} und n, = 1 (mod p), n, = 1
(mod ¢). Da p < ¢ ist, gilt n, = 1. Also existiert genau eine ¢-Sylowgruppe @ < G.
Falls n, = ¢ dann gilt ¢ = 1 (mod p). Daraus folgt p | (¢ — 1), was im Widerspruch
zur Voraussetzung steht. Also ist n, = 1, womit genau eine p-Sylowgruppe mit P < G
existiert.

Behauptung: Sei x € P,y € Q. Dann gilt zy = yx. xyx~ 1y~ ! liegt in Q, da zyz~! € Q,
weil @ ein Normalteiler ist und y~! € @ per Definition. Analog gilt zyz~'y~! € P, da
r € Pund yz~'y~! € P. Somit liegt xyz~'y~! in PN Q. Aber es gilt PN Q = {e}, da
IPNQ||p=|P|und |[PNQ||q=]|Q| Somit folgt die Behauptung.

Betrachte nun

P:PxQ—G
(z,y) — zy

® ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus, denn

O((z,y) o (',9))) = P((a2', yy)) = x2'yy/
O((z,y)) o ©((2',y")) = xyz’y’ = za’yy’ (nach Behauptung)

AuBerdem ist @ injektiv, denn ®((x,y)) = e & xy = e & x =y ! = e, weil PN

Q = {e}. ¢ ist surjektiv, weil |P x Q| = |P| - |Q| = pq = |G|. Somit liefert ¢ einen

Gruppenisomorphismus P x Q) = G, also Z/pZ x 7./qZ = G. ]

Korollar 6.6. Sei G eine Gruppe, |G| = 15. Dann gilt G = 7,/37 x Z/5Z = 7./157 und
G st zyklisch.

Beweis. Wir wissen G = 7 /37 x Z/5Z. Behauptung: Z/3Z x Z/57Z = 7 /15Z. Sei namlich
g=(1,1) € Z/3Z x Z/5Z. Dann gilt:

ord(g) =min{j | (1,T)+---+ (1,1) = (0,0) € Z/3Z x Z/5Z} = 15
Folglich gilt |(g)| = 15 und damit ist Z/3Z x Z /57 zyklisch. Der Isomorphismus ist durch

7./37 x L)57 — 7] 157
g=(1,1)—1

gegeben. O]

[26. Oktober 2017]
[30. Oktober 2017]
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II. Ringe

7. Allgemeines

Definition 7.1. Ein Ring (mit 1) ist eine Menge R zusammen mit zwei Abbildungen

4+, -t RxR— R
(a,b) — a+b  Addition
bzw. (a,b) — a - b Multiplikation,

sodass gilt:

(R1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

(R2) Va,b,c€ Rgilt (a-b)-c=a-(b-c) (also - ist assoziativ)
(R3) Va,b,c € R gilt:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

Distributivitit
(b+c)-a=(b-a)+(c-a) (Distributivitét)

(R4) 31 =1z € R, sodass a-1 =a =1-a fir alle a € R (Neutrales beztiglich -)
Bemerkung.

1. Wir bezeichnen mit 0 oder O das neutrale Element und mit (—a) das Inverse zu
a € R beziiglich +.

2. Das Element 1 € R ist eindeutig (denn sei 1’ ein anderes, dann ist 1 =1-1"=1').

3. In einem Ring gilt: -0 =0 =0-a firallea € R, denna-0=a-(04+0 =
(a-0)+ (a-0) = 0=a-0; analog fir 0 - a.

Definition 7.2. Ein Ring (R, +, -) heifit kommutativ, falls a - b =b - a fiir alle a,b € R
Beispiel 1.

1. Jeder Korper (K, +, -) ist ein kommutativer Ring (aber Ringe haben im Allgemeinen
keine multiplikativ Inversen).

2. (aus LA) Sei V ein K-Vektorraum, K ein Koérper, dann ist (Endg(V), 4+, -) ein Ring
mit (f+¢g)(v) = f(v)+g(v) und (f-g)(v) = (f o g)(v) (Hintereinanderausfithrung)
mit f,g € EHdK(V), v € V mit OEndK(V) = Nullabblldung, ]-EndK(V) = ldV

3. Nullring: R={0=1} mit 0+0=0und 0-0 = 0.

4. Es gilt folgende Umkehrung von 1.: wenn (R, +,-) ein kommutativer Ring ist,
R # {0}, jedes x € R mit x # 0 besitzt Inverses ™! beziiglich -; dann ist (R, +, )
Korper
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5. (R,+,-) Ring. Betrachte

R[t] = { i a;t'

=0

a; € R, nur endlich viele a; # O} = {Zaiti

1=0

aiER,TLGNo},

die Polynome mit Koeffizienten in R. Dann ist (R[t],+,-) ein Ring mit Oppy =
Nullpolynom, d.h. a; = 0 fiir alle 4. 1g ist das Polynom p(t) = 3352, a;t’ mit ag = 1
und a; = 0 fir ¢ > 1. Es gilt: (R]t], +, -) ist kommutativ < (R, +, -) ist kommutativ.

Definition 7.3. Sei (R, +,-) ein Ring. R’ C R heifit Unterring, falls
(URl) 1p € R
(UR2) Va,be R :a+(-b) e R,a-be R

Beispiel 2. Sei (R, +,-) ein Ring. Z(R) = {a € Rla-x = x-a Yz € R} ist das Zentrum
des Ringes; dieses ist ein Unterring. Warnung: Z(R) # Z((R,+)) im Allgemeinen.

Definition 7.4. Seien (R,+,-) und (S,+,-) Ringe. Eine Abbildung ¢: R — S ist
Ringhomomorphismus, falls gilt:

(RH1) ¢(a+b) = p(a) + »(b)
(RH2) w(a-b) = p(a) - ¢(b)
(RH3) ©(1r) = ¢(1s)

fur alle a,b € R.
Falls ¢ zusatzlich bijektiv ist, ist ¢ ein Ringisomorphismus.

Bemerkung. Sei p: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist R — S ein Gruppenho-
momorphismus von (R, +) nach (S, +) wegen (RH1).

Lemma 7.1.

1. Ist o: R — S ein Ringisomorphismus, dann ist auch p=1: S — R ein Ringisomor-
phismus

2. Seien p1: R — S,y S — T Ringhomomorphismen. Dann ist auch py0p1: R — T
ein Ringhomomorphismus

Beweis. Nachrechnen. O

Lemma 7.2. Sei ¢: R — S Ringhomomorphismus. Dann ist ime C S ein Unterring.

Beweis. Es gilt p(1g) = 1g € imp = (UR1).
Seien s1, 5o € im .

= dr,rs € R: 4,0(7‘1) = 317@(7”2) = 59
= 5152 = (1) - @(r2) = (11 - 72) € im
= 8182 € 1m<p
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Auflerdem gilt:

s1+ (=s2) = @(r1) + (—p(r2)) = @(r1) + o(=r2) = p(r1 + (—r2)) € imyp
Somit gilt (UR2) und es sind alle Unterringaxiome erfiillt. O

Warnung: Wir setzen fiir ¢: R — S als Ringhomomorphismus
kerp :={r e R| ¢(r) =0s}.

Dann ist ker ¢ C R genau dann ein Unterring, falls S der Nullring ist. Denn:
»="1 Sei ker ¢ ein Unterring. Dann gilt per Definition 1z € ker . Somit muss auch
0s = p(1g) = 1g gelten. Deshalb gilt fir alle s € S, dass s =s-1g = s-0g = 0.
,<="“Sei S = {0}. Dann ist kery bereits ganz R und dies ist offensichtlich ein
Unterring.

Definition 7.5. Sei (R, +,-) ein Ring. I C R heifit Ideal, falls gilt:
(I1) I < (R,+)
(I2) a)a-zelfirallexel,aceR

b) z-aeclfirallexe€l,ace R

Falls nur (I1), (I2a) erfiillt sind, heifit I Linksideal; falls nur (I1) und (I2b) erfillt sind,
heifit I Rechtsideal.

Beispiel 3.

1. (Z,+,-) ist Ring. Sei nun n € Z, dann ist I = nZ = {nk | k € Z} C Z ein
Ideal, denn: nZ < (Z,+), also folgt (I1); und fiir @ € Z und =z = nk € nZ gilt:
ax = ank = nak € I; xa = nka = nak € I und damit folgt (12).

2. (R,+,-) Ring; (R[t], +,) wie in Beispiel oben;
I= {p(t) € RJ[t] ‘p(t) => a;it' Nag = O}
=0

enthélt die Polynome ohne konstanten Term. Dann ist I C R]t] ein Ideal (nachprii-
fen).

Lemma 7.3. Sei p: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist ker ¢ C R ein Ideal.

Beweis. Es gilt ker p < (R, +) nach Satz 1.3, womit (I1) erfiillt ist. Sei nun a € R,z €
ker p. Dann gilt p(ax) = p(a)p(r) = ¢(a) - 0s = 0g und somit liegt ax im Kern. Das
funktioniert analog auch fiir xa, womit auch (I12) erfillt ist. O
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Beispiel 4. Sei (R[t], +,-) wie in Beispiel 3. Sei a € R.
eve: R[t] — R
p(t) = bt' — pla) = ba'
=0

=0

(b; € R; fast alle b; = 0) (mit a =] a)

k=1

heiBt Auswertungs- oder Evaluationsabbildung. Nachrechnen ergibt, dass ev, ein Ringho-
momorphismus ist.
Es gilt ker(ev,) = {p(t) € R[t] | p(a) = Or}. Das sind genau die Polynome, die a als
Nullstelle haben. Wir wissen, dass ker(ev,) C R[t] ein Ideal ist nach Lemma 7.3.
Spezialfall: Sei a = Og. Dann gilt kerevy = I wie in Beispiel 3 Teil 2). Insbesondere ist
I ein Ideal.

Bemerkung. Seien nun ein Ring (R, +, -) und ein Ideal I C R gegeben. Insbesondere, nach
(11),ist I < (R,+) und sogar I < (R, +), weil (R, +) abelsch ist. Somit ist R/I wieder
eine Gruppe mit den Nebenklassen in (R, +) beziiglich I als Elemente. Nebenklassen
sind von der Form @ = {a+z | x € I} ,a € R und die Gruppenoperation auf R/I ist
aob=a-+b.

Satz 7.4. Seien R, I wie in der Bemerkung gegeben. Dann wird (R/I,0) zu einem Ring
(R/1,0,0), wobei die Multiplikation gegeben ist durch @ ® b = a - b. Letzteres ist dabei
die Multiplikation in R.

Beweis.

(R1) (R/I,+) ist eine abelsche Gruppe (nach Abschnitt 1).

(R2) Seien a,b,¢ € R/I. (a®b) ®¢= (ab) ®¢ = (ab)c = a(bc) =a®bc=a® (b® 7).

(R3) Seien @,b,c € R/I. Danna® (bo¢)=a®b+c=a-(b+c)=ab+ ac=aboac =
a®boa®e. Analog fiir den zweiten Teil von (R3).

(R4) Sei @ € R/I. Dann gilt a © 1p = alg = a = 1g-a = 1g ® @. Somit ist 1 das
neutrale Element fiur ©.

Nun ist noch die Wohldefiniertheit von ® zu priifen. Also ist zu zeigen: fir @ = o
und b =V folgt a©® b =d ©®V mit a,b,a’,b/ € R/I. Sei also @ = ¢’ und b = . Dann
existieren x,y € I mit a + (—a’) = x und b+ (—b') = y nach (I1). Es gilt

a-b=(a"+z)- (V' +y)=(aV)+(ay) + (a) + (zy)

wobei (a'y) + (zt') + (zy) € I, weil I ein Ideal ist. Somit liegt auch (ab) + (—a'b’) in I

und es folgt ab = a'l’. n
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[30. Oktober 2017]

[2. November 2017]
Wir wissen: Sei (R, +,-) ein Ring, I C R ein Ideal. Dann ist (R/I,+,®) ein Ring mit
@® b = ab. Wir nennen (R/I,+,®) den Quotientenring von R nach/modulo I. Im
Folgenden schreiben wir kurz R statt (R, +,-) etc.

Satz 7.5 (Homomorphiesatz). Sei R ein Ring, I C R ein Ideal.
1. Die Abbildung can: R — R/I,a — a ist Ringhomomorphismus.

2. Sei ¢: R — S Ringhomomorphismus mit I C ker ¢, dann 3 g: R/I — S Ringho-
momorphismus, sodass @ o can = ¢. Also:

R—*,9

Cax‘ TH! » Ringhom

R/I

Beweis. Ubungsblatt 3. O
Definition 7.6. Sei R ein kommutativer Ring und I, J C R Ideale. Dann ist
o [+ J={x+yl|lxel,ye J} CR die Summe von I und J
e INJ={x|xe€l,xeJ} CR der Schnitt von I und J
o [-J={X" ab|a; €I € JneN}das Produkt von I und J
Das sind alles Ideale in R (nachpriifen!).
Definition 7.7. Sei R ein kommutativer Ring, a,b € R.
1. (a) ={ra|r € R} ist das von a erzeugte Ideal.
2. bteilt a (in R), falls Ire R:a=br=rb

3. a ist Nullteiler, wenn Jr € R,r # 0 mit ra = ar = 0. R ist nullteilerfrei, falls 0 der
einzige Nullteiler ist. R heifit Integritdtsbereich, falls R nullteilerfrei und R # {0}
ist.

4. a heifit Einheit, falls 3r € R mit ar = 1 = ra (also a ein multiplikatives Inverses
hat). R* = {c € R | ¢ Einheit in R} ist die Einheitengruppe von R.

Bemerkung. (a) ist in der Tat ein Ideal:

(I2) Sei ' € R,z = ra € (a). Dann gilt v’z = '(ra) = (r'r)a € (a). Genauso fir
zr' € (a).
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(I1) Seien z,y € I. Dann lassen sich  und y in der Form = = r’a,y = ra schreiben.
Folglich gilt  + (—y) = (r'a) + (—ra) = (v’ + (—=7r))a € (a). Wir benutzen dabei
—(ra) = (=r)a, weil (ra) + ((—=r)a) = (r + (=r))a = 0a = 0 gilt.

Bemerkung. R* ist eine Gruppe beziiglich - (Ubung).
Definition 7.8. Ein Ideal der Form (a) wie oben heifit Hauptideal. Ein kommutativer

Ring R # {0} heifit Hauptidealring, wenn R nullteilerfrei und jedes Ideal in R ein
Hauptideal ist (also von der Form (a) ist): VI C R Ideal Ja € R: I = (a)

Beispiel 5. Wir betrachten (Z, +, -). Behauptung: Das ist ein Hauptidealring.
e Es ist klar, dass Z # {0} und dass Z nullteilerfrei ist.

e Sei I C Z ein Ideal. Falls I = {0}, dann muss I = (0) gelten. Es sei also I # {0}.
Dann dz € I,z # 0. Wahle n € N minimal mit n € I. Denn wenn x € I, so liegt
nach (I1) auch das Inverse beziiglich der Addition —z in I.

Wir behaupten nun, dass (n) bereits I ist.
,2“: Das gilt nach (I2)

,C“: Sei y € I. Wir schreiben y = bn + r mit b,r € Z mit 0 < r < n. Somit gilt
y + (—=bn) = r und damit wirde r in [ liegen. Das ist ein Widerspruch zur
Minimalitét von n aufier » = 0. Deshalb gilt y = bn und folglich liegt y in (n).

Beispiel 6. (1) = R, (0) = {0} sind Hauptideale.
Lemma 7.6. Sei R ein kommutativer Ring, R # {0}.
1. R ist genau dann ein Korper, wenn R* = R\ {0}
2. Fira,b,c € R gilt
a) (a) C (b) b teilt a
b) (a) =R ae R < (a) = (1)
c¢) Falls ¢ nicht Nullteiler: ac =bc = a =b
d) a Nullteiler = a ¢ R*

Beweis.

1. Sei R Korper, dann gilt: Fiir alle x € R, wobei  # 0, existiert ein z=! mit
zz~' =1=z"'z. Somit liegt z in R* und es gilt R\ {0} C R*.

Angenommen R* = R\ {0}. Sei x € R, x # 0. Dann gilt z € R* und somit existiert
ein 7 € R mit xr = 1 = rx. Folglich ist r = 27! und damit das Inverses zu x. Also
ist R ein Korper.

2. a) ,=“ Sei(a)C (b). Dann liegt a in (b) und es existiert ein r € R mit a = rb.
Folglich gilt b teilt a.
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<"1 Angenommen b teilt a. Dann existiert ein r € R, sodass a = rb. Folglich
gilt 7'a = r'(rb) = (r'r)b € (b) Vr' € R. Somit gilt (a) C (b).
b) Sei (a)=R=1€(a)=IreR:1=ra=ar = a€ R*.
Seiae R*=3rcR:ra=1l=ar=1€(a)=1r-1=r¢€(a)Vi' € R=
(a) = R.
Seiae R*=1€ (a) = R= (1) C (a)= (1) = (a).
Sei (1)=(a)=1€(a)=FreR:ra=1=ar=a€ R*.
c)
ac = be
=(a+(=b))e=
=a+(-b)=0
=a=0>b

d) Sei a Nullteiler. Dann existiert ein 7 # 0 mit ra = 0. Sei nun @ € R*, dann 3b
mit ab = 1. Somit gilt r =7 -1 =rab=0-b= 0. Somit ware r = 0, was ein
Widerspruch ist. O

Beispiel 7. Sei R = R[t], I = (¢*). Wir behaupten: R/I ist kein Korper. Denn es gilt
Tt #0,dat ¢ I. Andererseits gilt 2 = 0, weil > € I. Somit gilt auch 0 = 2 = f © 1,
weshalb ¢ ein Nullteiler in R/I ist. Insbesondere ist ¢ nach Lemma 7.6 keine Einheit.
Folglich gilt (R/I)* # (R/I)\ {0} und R/I kann kein Kérper sein.

Beispiel 8. Sei R = R[t],] = (t* + 1). Dann ist R/I ein Korper.

Beweis. Es ist klar, dass R/I kommutativ ist, weil R kommutativ ist. Sei x € R/I,x # 0.
Es ist zu zeigen, dass z € (R/I)*. In R/I gilt t2 + 1 =0, weil * + 1 in [ liegt und damit
fir j € Z>, folgendes gilt:

=122+ 1)+ (—t/2) = t32(12 4+ 1)t 2
=20+ 14+ 2= —ti—2=—(ti2)

Fir p = Y2, a;t" € R[t] gilt: p = byl + bt fiir gewisse by, by € R. Also sei 0.B.d.A.
x = byl + byt mit b2 + b? # 0. Sei q = b2b2 (bol — byt) € R[t]. Das ist wohldefiniert, da

bg + b3 # 0.
Sei y := g. Wir behaupten nun, dass y = z~! in R/I liegt. Es gilt:
1 1
(bol + byt)q = s (b + bobit — bybot — bTt?) = [ (b3 — bt?)

Da 2 + 1 = 0 und somit —¢2 = 1, gilt

1 _
Ty = m(b?ﬁrlﬁ) =1
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Also ist z € (R/I)* mit dem Inversen y.
Ubung: R/I ist isomorph zu C (als Korper). O

Definition 7.9. Sei R ein kommutativer Ring, R # {0}. Ein Ideal I C R heifit maximal,
falls I # R und #J € R Ideal mit I C J C R (echte Teilmengen).

Lemma 7.7. Sei R kommutativer Ring, R # {0}. Dann ist R genau dann ein Kérper,
wenn {0} das einzige (mazximale) Ideal ist.

Beweis.

»,<="“: Sei {0} ein maximales Ideal. Dann ist es auch schon das einzige maximale Ideal,
denn falls I # {0} ein maximales Ideal ist, so folgt {0} C I # R. Daraus folgt
{0} = I, was im Widerspruch zur Annahme steht.

Sei a € R,a # 0. Dann gilt (0) C (a) und folglich (a) = R. Nach Lemma 7.6 ist
dann R* = R\ {0} und somit ist R ein Korper.

»,=“ Sei R ein Korper, I C R Ideal, I # {0}. Dann existiert ein a in I mit a # 0. Weil
R ein Korper ist, ist a € R*. Daraus folgt (a) = R und somit I = R. Somit ist {0}
das einzige Ideal und somit maximal. O]

Beispiel 9. Betrachte R = Z sowie ein Ideal I C Z. Dann ist I genau dann maximal,
wenn [ = (p), wobei p prim ist.

Beweis.

,=“ Sei I = (a) maximal. Jedes Ideal in Z kann so geschrieben werden, da Z ein
Hauptidealring ist. Falls @ # £p mit p prim, so existiert b € Z mit b | a und b # +a,
b # £1. Dann gilt (a) € (b) € R ((b) # R, weil b # £1, also b ¢ Z*), was im
Widerspruch zu I maximal steht, also ist a = +p mit p prim.

,<=“ Sei I = (a) mit @ = +p, p prim. Sei J ein Ideal in R sowie I C J C R. Dann
gilt J = (b) fir ein b € Z, da Z ein Hauptidealring ist, und nach Lemma 7.6 folgt
b|a,b# +a (weil I C J) und b # +1 (weil (b) # R). Das ist ein Widerspruch zu
a = *p. O

Satz 7.8. Sei R ein kommutativer Ring, R # {0}, I C R Ideal. R/I ist genau dann ein
Korper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Als Vorbereitung:

Satz 7.9. Sei ¢: R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann gibt es eine
Bijektion zwischen den Mengen

{ é(ff‘if;i?&} «—— {Ideale in S}
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durch

I— ()
T (T) e J

———
{reR|p(r) e}

Beweis. Behauptung: ¢(I) C S ist ein Ideal.

(I1) Das ist klar, weil Bilder von Gruppen unter Gruppenhomomorphismen wieder
Gruppen sind.

(I2) Es ist zu zeigen: Falls © € ¢(I),r € S dann gilt ra € o(I),zr € p(I). Weil ¢
surjektiv ist, existiert ein 7 € R mit ¢(r’) = r. Nach Annahme existiert ein y € [
mit ¢(y) = x. Dann gilt o(r'y) = o(")e(y) = re € o(I), weil I ein Ideal ist.
Genauso gilt ¢(yr’) = xr € ¢(I). Somit ist p(I) ein Ideal.

Behauptung: ¢1(J) C R ist ein Ideal mit ker p C ¢~ 1(J).

(I1) Sei ¢ '(J) C R ein Ideal. Dann gilt ker p C ¢~ (J), weil ker o = o' ({0}) und
0 € J fiir jedes Ideal J. Es ist klar, dass ¢~!(.J) eine Untergruppe von R ist, da ¢
ein Gruppenhomomorphismus ist.

(I2) Sei r € R,x € ¢ (J); es ist zu zeigen, dass rz,zr € ¢ (J). Es gilt p(rz) =
o(r)p(x) € J. Genauso gilt p(zr) € J. Also liegen rz und zr in ¢~1(.J), womit die
Behauptung gezeigt ist.

[2. November 2017]
[6. November 2017]
Sei nun I C R ein Ideal mit I O ker ¢ und J C S ein Ideal. Es bleibt zu zeigen:

e p(I) = I
2w el = p(r) €p(l)=xep (o))
»C
z €@ (p(l))
=p(z) € (1)
=3y € I mit p(z) = ¢(y)
=p(r+(-y) =0
=r el dayel
p(p™ () =1
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”2“
r € J
=Jy € Rmit p(y) ==
=y € ¢ '(J)und p(y) =
=z € p(p'(J))
Lrzepe())=Fyee () ply) =z=>a€J O

Bemerkung. Beachte: Die Bijektion von Satz 7.9 ist inklusionserhaltend, also

ICTI <~ o) Cel).

——
Ideale in R,
die ker ¢ enthalten

Beweis von Satz 7.8. Setze ¢ = can: R — R/I (surjektiv mit ker p = I).

»<=* Sei R/I ein Korper. Nach Lemma 7.7 ist {0} C R/I ein maximales Ideal. Dann
gilt nach Satz 7.9, dass ¢ '({0}) = I und o' (R/I) = R die einzigen Ideale sind,
die I enthalten. Somit ist / ein maximales Ideal.

»,=" Sei I ein maximales Ideal in R. Dann gibt es genau [ und R als Ideale, die I

enthalten. Nach Satz 7.9 sind {0} = ¢(/) und R/I = ¢(R) alle Ideale von R/I.
Aus Lemma 7.7 folgt dann, dass R/I ein Kérper ist. n

Definition 7.10. Sei R ein kommutativer Ring, I C R ein Ideal. Dann heifit / Primideal,
falls I # R und Vz,y € R gilt, dass falls zy in [ liegt, x oder y das auch tut, also:

xyel = xz€loderyel.
Bemerkung. Falls R ein Integritatsbereich ist, dann ist {0} ein Primideal.

Beispiel 10. Sei R = Z,a € Z. Dann ist (a) genau dann ein Primideal, wenn a oder —a
prim ist, oder a = 0.

Beweis.

,<=“ Sei a = +p, p prim. Seien z,y € R mit xy € (a).
= p teilt zy
= p teilt x oder p teilt y
=z € (p) = (a) oder y € (p) = (a)
= (a) ist ein Primideal
»,= Sei (a) # (0) ein Primideal. Falls a = %1, also (a) = R, so ist das ein Widerspruch
dazu, dass (a) ein Primideal ist. Falls a # +1, a # £p mit p prim, so existieren n,m

mit 1 < |n|,|m| < |a| sodass a = nm. Daraus folgt nun nm € (a) und n,m ¢ (a),
was wieder (a) als Primideal widerspricht. O
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Bemerkung. Beachte: (0) ist prim in Z, aber nicht maximal. In Z gilt ,,/ maximal = [
prim*.

Satz 7.10. Sei R ein kommutativer Ring, R # {0} und I C R ein Ideal. Dann gilt
I Primideal <= R/ Integrititsbereich.
Insbesondere folgt

{0} Primideal <= R Integritatsbereich.
Beweis.

»,=“ Da R kommutativ ist, ist auch R/I kommutativ. Sei I ein Primideal. Dann gilt
I # R und somit R/I # {0}.

Seien 7,7 € R/I mit 7Oy = 0.

Ty =0
=xy €l
=srcloderyecl
=T=0o0dery=0
= R/I hat keine Nullteiler

»<=* Sei R/I ein Integritatsbereich. Dann ist R/I # {0}. Daraus folgt I # R. Seien
x,y € R mit xy € I. Dann gilt:

TOYy=1y=Yy
=T =0o0dery=0
=r€loderyel
=1 ist ein Primideal O

Korollar 7.11. Sei R # {0} ein kommutativer Ring, I C R ein Ideal. Dann gilt:
I mazrimal = I prim
Beweis. I maximal £2 R/I Korper = R/I Integritatsbereich Z8 | Primideal [
Korollar 7.12. Es sei R = 7.
1. Dann ist Z/nZ Koérper genau dann wenn n = +p mit p prim.
2. Z/nZ ist Integritditsbereich genau dann wenn n = +p und p prim oder n = 0.

Beweis.

1. Folgt aus Beispiel 9 und Satz 7.10.
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2. Fir Ringe R, die Integritétsbereich Hauptidealbereich sind, gilt fiir ein Primideal
I # {0}, dass I maximal ist. O

Satz 7.13 (Universelle Eigenschaft von Polynomringen 2). Sei p: R — S Ringhomo-
morphismus. Sei a € S. Dann existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus

eve: R[t] — S

t — a
=> bit" — D p(b)a
i=0 i=0

Beweis. Da wir ev, im Fall der Existenz bereits eindeutig charakterisiert haben, geniigt
es, die Existenz zu zeigen.

evo(lgy) = eva(11°) = (1) -a® =1

(th’—chZtl)—eva Z(bﬁ—cz t Zgob—i—cz

(io :
i plbi)a’ + Z ple)a’ = eva (ZZO bi tl) +ev, (% th$>
(i <XZ: bikck) ti) - i (ZZ: SD(bik)SO(Ck)) a’

=0 \k=0

-3 (Z %0<bi—k>ai"“s@<ck>ak> = (:o so(b»ai) (f; @(Ci)cﬁ)

i=0 \k=0 =0
= ev, (Z b; tl> <Z clt“>
=0
Somit ist ev, tatsdchlich ein Ringhomomorphismus. ]
Beispiel 11. Sei
p:R «— C

r FH—— I

Es existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus
% C
— 1

t
pt) — p(i)

ev;: R[t]

Es gilt ev;(t*+1) = i*+1 = 0. Somit gilt t*+1 € ker ev; und deshalb auch (t*+1) C ker ev;.
Mit dem HOMOMORPHIESATZ erhalten wir einen eindeutigen Ringhomomorphismus
ev;: R[t]/(t* + 1) — C mit ev;(b1t + by) = byi + bg. Dieser ist offensichtlich surjektiv.
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Da sich jedes p(t) € R[t]/(t? + 1) eindeutig schreiben lisst als p(t) = byt + by gilt:

Vi(p(t)) = Vi (bt + bo) = byi + by = 0 < by = by = 0

Damit ist ev; injektiv und somit ist €v; ein Isomorphismus von Ringen (insbesondere von
Koérpern).

Definition 7.11. Ist R ein kommutativer Ring, dann heiit « € R Nullstelle von p(t) €
RJt], falls gilt: p(a) == ev,(p(t)) =0 (¢: R — R =idpg).

Satz 7.14. Sei R ein kommutativer Ring sowie a € R. Dann gilt:
1. a Nullstelle von p(t) < t — a teilt p(t) in R]t]

2. R Integrititsbereich = R[t] ist Integrititsbereich und deg(p(t)q(t)) = deg(p(t)) +

deg(q(t))
3. deg(p(t)) =n >0, R Integrititsbereich = p(t) hat mazximal n verschiedene Null-
stellen.
[2. November 2017]
[9. November 2017]
Beweis.

1. < Gilt t—a | p(t), so existiert ein ¢(t) € R[t], sodass p(t) = q(t) - (t — a). Dann
folgt ev,(p(t)) = evy(q(t)) - eva(t — a) = 0, und a ist somit eine Nullstelle von
p(t).

»,=“: Sei a eine Nullstelle von p(t) und weiterhin
p: R — R[]
r o r-1
7.12
= ev; 4. R[t] — R[t]
t — t—a
evira: R[t] — RJ[t]
— t+a
Es gilt evy_qoevy, = idgy = evirs0evi, (fir alle r € R gilt 7 — 71 sowie
t—t+a— (t—a)+a=tund umgekehrt).
Somit folgt:
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€V, 0 eV, = evg bzw. evgoev,, = ev,

= eva(p(t)) = 0 = evo(evira(p(t))) = 0 =t teilt eviy,(p(t)) = Jq(t) € RJ[t]

t
sodass q(t) -t = thJra(p(t)) = p(t) = thfa<e/Ut+a(p(t))) = evtfa(q(t» ’
evi_q(t) = evia(q(t)) - (t — a) = t — a teilt p(t).

2. Es seien m,n € Ny. Dann hat man

p(t)q(t) = <§j0 aﬁ) (ano biﬁ') = Apb "+

wobei a,, und b, als Leitkoeffizienten nicht 0 sind, also a,,b, # 0, da R ein Integri-
tatsbereich ist. Es folgt deg(p(t)q(t)) = n + m.

3. Wir fithrend eine Induktion nach dem Grad von p(t).

Induktionsanfang: Fiir deg(p(t)) = 1 ist p(t) = bit + by mit by, by € R. Falls
a eine Nullstelle von p(t) ist, so existiert nach Teil 1 ein r € R\ {0}, sodass
r(t —a) = bit 4+ by. Daraus folgt r = by und —ar = by. Wir nehmen an, a’ € R
sei eine weitere Nullstelle. Dann ist —ar = —a'v' = —a'r, da r = by = 1/, also
r(a’ + (—a)) = 0. Da R ein Integritatsbereich ist und r # 0 ist, muss a’ = a gelten.

Induktionsschritt: Sei nun deg(p(t)) = n > 1 sowie a eine Nullstelle von p(t). Dann
existiert wieder mit Teil 1 des Satzes ein ¢(t) € R[t] mit (t — a)q(t) = p(t) und
deg(q(t)) =n — 1 (nach Teil 2 des Satzes). Also gilt nach der Induktionsvorausset-
zung, dass ¢(t) maximal n — 1 Nullstellen hat.

Behauptung: b ist genau dann eine Nullstelle von p(t), wenn eine b Nullstelle von
q(t) oder b = a ist.

))-evp(t—a) =

»<="“: Ist b eine Nullstelle von ¢(t), so erhalten wir ev,(p( t
t )-evilt—a) =

0-evy(t—a) = 0. Ist b = a, so folgt ebenfalls ev,(p(
evy(q(t)) -0 =0.

»,=“: Ist b Nullstelle von p(t), so folgt von R dann 0 = ev,(p(t)) = evy(g(t)) -
evy(t — a). Da R ein Integritétsbereich ist, hat man ev,(q(t)) = 0, also ist b
eine Nullstelle von ¢(), oder ev,(t —a) = 0, also b = a.

t)) = evy(q(
)) = evy(q(t

Folglich hat p(¢) maximal n verschiedene Nullstellen. ]

Definition 7.12. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes p(t) € K|[t]
mit deg(p(t)) > 0 eine Nullstelle hat.

Bemerkung.

1. Es sei K algebraisch abgeschlossen sowie p(t) € K[t] mit deg(p(t)) =n > 0. Dann
existieren ein ¢ € K* und ay, ..., a, € K (nicht zwangsweise verschieden), sodass
p(t) =c(t—ay) -+ (t —ay,). (Beweis: Teil 3 von Satz 7.14 induktiv anwenden)

2. Oft schreibt man K = K fiir K algebraisch abgeschlossen.
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Definition 7.13. Sei S ein Ring und R C S ein Unterring sowie ay,...,a, € S mit
a;x = za; und a;a; = aja; fir alle x € R, 1 <4,5 < n. Setze

. /
Rlay,...,a,) =()95"
S’CS Unterring,
RCS’,
al,...,anESl

Dann heifit R[aq,...,a,] der von ay,...,a, erzeugte Unterring in S iiber R.

Bemerkung. Rlay, ..., a,] ist der kleinste Unterring von S, der R und ay, ..., a, enthalt.
Beweis. Rlay,...,a,) enthalt R und ay,...,a, per Konstruktion. Ist S” ein weiterer
solcher Unterring, so ist enthélt er bereits Ngs S” = R[ay,...,a,], wobei S” wie oben
definiert ist. O
Satz 7.15. Sei S ein Ring und R C S ein Unterring sowie ay, . ..,a, € S mit a;a; = a;aq;

und a;x = xa; fir alle x € R und 1 < i,5 < n. Sei ¢: R — S die Inklusion und
Rlt1, ... tn) = ((-.. (R[t1])[t2]) . . )[tn]. Dann ist R[as,...,ay] das Bild des Auswertungs-
homomorphismus

ev==eVy  a, Rlt1,...,t)] — S
p(ty, ... tn) — plag,...,a,)

wobet

Pt tn) =D byt "

(fast alle by, . m, =0) auf

plat,....an) => by m.al™...al

abgebildet wird.

Beweis. Zuerst wird Wohldefiniertheit gezeigt:

eVan_1

Rlt1, .. ty] = Rty ... ta_1]

m1 Mn Mp m1 mi1 mn
mel _____ B A A mel,___mnan cLaft = me1,...,mna1 So.ap

Somit ist ev als Verkniipfung von Ringhomomorphismen wieder ein wohldefinierter
Ringhomomorphismus.

Nun muss noch gezeigt werden, dass R[ai,...,a,] = imev gilt. Fir r € R gilt
ev(rt? ... t0) =ral...a) =r, also folgt R C im(ev). Da nun ev(1t).. .0 ¢t ... &0) =
la; = a;, erhalten wir a; € im(ev) und dadurch Rlay, ..., a,] C im(ev).

Sei §" C S ein Unterring mit R C S’ und a4,...,a, € §'. Dann ist p(ay,...,a,) =
Sbmympart . cap € S, da S unter 4+ und - abgeschlossen ist. Man hat schliefSlich
Rlay, ... a,] = im(ev). O
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Definition 7.14. Sei S ein kommutativer Ring und R C S ein Unterring. Seien
ai,...,a, € S. Dann heien ay,...,a, algebraisch unabhéngig (iiber R), fallls ev =
,,,,, o, (von Satz 7.15) injektiv ist.

Falls ev nicht injektiv ist, so heiflen ay, ..., a, algebraisch abhangig (iiber R).

Lemma 7.16. Sei S ein kommutativer Ring und R C S ein Unterring sowie ay, ..., a, €
S. FEs gilt:
1. ay,...,a, sind genau dann algebraisch abhdingig tuber R, wenn p(ti,... t,) €

Rlty,...,t,] \ {0} ewistiert sodass p(ay,...,a,) = 0.
2. ay,...,a, sind genau dann algebraisch unabhdngig tiber R, wenn p(ay,...,a,) =0
fir ein Polynom p(ty,...,t,) € R[t1, ..., t,] impliziert, dass p(t1,...,t,) = 0.
Spezialfall: Sei n = 1. Dann ist a € S algebraisch abhéngig tiber R, falls p(a) = 0 fur
ein p(t) € R[t] \ {0} gilt.
Beispiel 12.

1. 1,7 € C sind linear unabhéngig iiber R, aber algebraisch abhédngig, denn mit
p(t1,ta) = t1 + t3 hat man evy;(p(t1,t2)) = 1+ i* = 0.

Schon i € C ist algebraisch abhéngig iiber R, man betrachte ev;(1+t?) = 1+:? = 0.

2. Sei S ein kommutativer Ring sowie a € S. Dann ist a ist algebraisch abhéangig iiber
S:evy(t—a)=a—a=0.

3. Sei S = R[ty,...,t,]. Dann sind t;,...t, algebraisch unabhéngig tiber R, weil
tn: R[t1,...,ta] = R[t1,...,t,] = idgy,,. 4, offensichtlich injektiv ist.

-----

4. Algebraisch iiber Q unabhéngige Zahlen in R heiflen transzendente Zahlen.

[9. November 2017]
[13. November 2017]

8. Faktorielle Ringe
Ab jetzt sind alle Ringe kommutativ.

Definition 8.1. Sei R ein Integritéitsbereich (also R # {0} und nullteilerfrei) sowie
a € R,a+#0,a¢ R*. Weiterhin seien b, c € R.

e a heifit irreduzibel, falls

a=b-¢c = b€ R*oderce€ R".

e a heifit prim, falls
alb-¢ = al|boderalec
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e R ist ein faktorieller Ring, falls zusétzlich fir b € R, b # 0 eine eindeutige Zerlegung
7’P)Z“
b=epipy...p, fir ein r € N

mit ¢ € R* und irreduziblen py,...,p, € R existiert. Die Eindeutigkeit besteht
hierbei bis auf Einheiten und Reihenfolge der Faktoren, das heifit, falls b = 'p] . .. p.
fir &’ € R* und pl, ..., p, irreduzibel, dann gilt s = r und es existieren ¢y, ..., ¢, €
R* und ein 7 € S,, sodass pj = ¢;px(;) fiir alle 1 <i < s = r gilt.

Beispiel 1. R =Z. Sei a € Z mit a # 0 und a ¢ {£1} = Z*. Dann erhalten wir
a prim <= a = +p mit p prim <= a irreduzibel.

Z, ist faktoriell, denn jedes b € Z,b # 0 hat eine Primzahlzerlegung b = ep; ... p, mit p;
prim und € € {£1} = Z*. Diese ist ,eindeutig”, z.B. 10=1-2-5=(-1) - (-2) -5 =
(—=1)-2-(=b) etc.

Beispiel 2. R = Z[y/=5] = {a + b\/5i | a,b € Z} C C. Das ist ein Unterring von C,
genauer der von v/5i iiber Z erzeugte Unterring in C, also

Z[V-5] =) 5.
SCC Unterring
7ZCS

V5ies
Dann sind 2, 3, 1 + v/5i, 1 — v/5i irreduzibel (Ubung). Insbesondere ist 1 + /5i ¢ R*,
da es sonst a,b € Z gébe, sodass (1 4 v/5i)(a + by/5i) = 1 und somit a — 5b = 1 und
a+ b= 0 ist, was aber unlésbar ist. AuBerdem: 1+ v/5i ¢ {€2,¢3 | e € R*} (Ubung).

Aber es ist 6 = 2-3 = (14 /5i)(1 — /i), also ist R nicht faktoriell, da die Zerlegung
nicht eindeutig ist.

Lemma 8.1. Set R ein Integrititsbereich und a € R. Dann gilt:
1. a ist genau dann prim, wenn (a) # {0} ein Primideal ist.

2. a ist genau dann irreduzibel, wenn (a) # {0}, (a) # R und es kein b € R gibt,
sodass (a) C (b) gilt, aufer (b) erzeugt bereits den ganzen Ring, also ¥b € R : (a) C
(b) = ((a) = (b) oder (b) = R).

Beweis.

1. ,=“ Sei a prim. Nach Definition gilt a # 0,a ¢ R*. Folglich gilt auch (a) #
{0}, (a) # R. Sei nun be € (a) mit b,¢ € R. Dann teilt a be. Da a prim ist,
teilt nun also a b oder c. Es folgt b € (a) oder ¢ € (a) und somit ist (a) ein
Primideal.

,<= Sei (a) # {0} (und somit a # 0) und sei (a) ein Primideal. Nach Definition
gilt (a) # R, also ist a keine Einheit. Gelte nun a teilt be. Dann liegt be in (a).

Da (a) ein Primideal ist, gilt b € (a) oder ¢ € (a). Somit teilt a b oder ¢ und
ist folglich prim.
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2. <% Sei (a) # {0}, (a) # R. Dann folgt sofort a # 0 und a ¢ R*. Sei nun a = be,
also (a) C (b). Nach Voraussetzung gilt dann (a) = (b) oder (b) = R (also
b € R*). Falls b keine Einheit ist, existiert somit ein r € R, sodass b = ar.
Durch Umformen folgt

b=ar
=b = ber
=b(l—cr)=0

=1 — cr =0, da R nullteilerfrei ist

In diesem Fall gilt ¢ € R* und folglich ist b oder ¢ eine Einheit, also a
irreduzibel.

,="“: Sei a irreduzibel. Es folgt sofort (a) # {0} und (a) # R. Sei nun b € R mit
(a) € (b). Dann gilt b teilt a und somit existiert ein r € R, sodass a = br. Aus
der Trreduzibilitat von a folgt nun b € R* oder r € R*. Folglich gilt (b) = R
oder (a) = (b). O

Satz 8.2. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann gilt fiir a € R:
1. Wenn a prim ist, dann ist a auch irreduzibel.

2. Fualls R zusdtzlich ein Hauptidealring ist:
a) a ist genau dann prim, wenn a irreduzibel ist.

b) Sei {0} # I C R ein Ideal. Dann ist I genau dann ein Primideal, wenn I ein
mazimales Ideal ist.

Bewess.

1. Sei a = be mit b,c € R. Da a prim ist, folgt a | b oder a | ¢, es ist also b = ar
oder ¢ = ar fiir ein » € R. Folglich haben wir b = ber oder ¢ = ¢br und somit auch
b(1 — cr) = 0 oder ¢(1 — br) = 0. Da R nullteilerfrei ist und b, ¢ # 0, weil a # 0, ist
¢ oder b eine Einheit. Schliefflich ist a irreduzibel.

2. a) Die eine Richtung folgt nach 1. Sei fiir die Riickrichtung nun a irreduzibel.
Nach Lemma 8.1 ist (a) maximal unter allen Hauptidealen in R. Da R ein
Hauptidealring ist, ist (a) sogar ein maximales Ideal. Aus Korollar 7.11 folgt,
dass (a) ein Primideal ist. Nun ist a prim nach Lemma 8.1, da (a) # {0}, weil
a irreduzibel, also insbesondere a # 0 ist.

b) ,,<*“: siehe Satz 7.10

»,=“ Sei {0} # I C R ein Primideal. Da R ein Hauptidealring ist, existiert
ein a € R mit I = (a), wobei a nach Lemma 8.1 prim ist. Mit Teil 1.
folgt I = (a) und a irreduzibel. Wieder nach Lemma 8.1 ist I = (a)
maximal unter allen Hauptidealen, und da R ein Hauptidealring ist, ist [
tatséchlich ein maximales Ideal. O
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Definition 8.2. Sei R ein Integritdtsbereich. R heifit euklidischer Ring, falls eine Abbil-

dung

deg: R\ {0} — N

existiert, sodass fir alle a,b € R, b # 0 dann ¢, € R mit

a = ¢gb+r und r = 0 oder deg(r) < deg(b)

existieren.

Satz

8.3. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Wie fur R = Z. O

Satz

8.4. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring und 0 # b € R. Es ist nun die Existenz einer eindeutigen
Primfaktorzerlegung zu zeigen.

Existenz: Wir nehmen an, dass diese nicht existiert, also insbesondere b nicht irreduzibel

ist. Dann existieren by, c; ¢ R* mit b = bycq, wobei nicht beide Faktoren eine Prim-
faktorzerlegung haben. O.B.d.A. habe b; keine Primfaktorzerlegung, insbesondere
by nicht irreduzibel. Folglich existieren by, co ¢ R* mit by = byce und 0.B.d.A. habe
by keine (PZ) etc.

Wir erhalten eine Kette echter Inklusionen

(b1) G (b2) & (bs) S (ba) & -

fiir gewisse b; € R. Es gilt tatsachlich (b;) € (bi41), denn sonst ware b; = b;11¢i41
fir ein ¢;41 € R und by = bid, fir ein ¢ € R, also b;(1 — ci¢;y1) = 0. Da R
nullteilerfrei ist, folgt ¢;,1 € R* fiir alle 7, was im Widerspruch zur Konstruktion

steht.
Setze nun [ := OLj (b;). Dies ist ein Ideal und somit folgt I = (d) fiir ein d € R, weil
i=1

R ein Hauptidealring ist. Nach Definition von I existiert ein b; mit d € (b;), also
(d) C (b;), weil (b;) ein Ideal ist. Wir erhalten unmittelbar (d) C (b;) C I = (d) oder
(b;) = (d) C (bj) = (d) fiir alle j > i. Das ist nun ein Widerspruch zu (b;) € (bi+1)-

Folglich existiert fiir b eine Primfaktorzerlegung.

Eindeutigkeit: Seien b = ep;...p, und b = €'p} ... p, zwei Zerlegungen mit €,¢’ € R

und irreduziblen p;,p; € R fir 1 < i <, 1 < j < s. Betrachte pj. Nach Satz
8.1 2a) ist p) als irreduzibles Element schon prim. Da p | b, folgt p | p; fiir ein 4
(1 <i<r)oder p| teilt €. Letztes kann aber nicht eintreten, da sonst pj € R* ist,
was im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von p} steht.

Es sei also ¢ so fixiert, dass p} | p;. O.B.d.A. sei i = 1 (eventuelle Umnummerierung).
Also ist p; = pic fiir ein ¢ € R. Da p; irreduzibel ist, ist pj € R* oder c € R*. p}
ist aber irreduzibel und damit insbesondere keine Einheit; folglich ist ¢ € R*.
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Wir erhalten somit ecpps...p, = b =e'piph ... p.. Da R nullteilerfrei ist, darf man
hier kiirzen: ecpy ... p, = €'pl, ... pl. Wir wenden nun dieses Argument iterativ an
und erhalten schliellich » = s und p; = p;(i)ci fir ¢; € R* und 7 € S, was genau
die gewiinschte Eindeutigkeit darstellt.

Somit ist R faktoriell. O

Bemerkung. Insbesondere: In 7Z ist Primfaktorzerlegung ,eindeutig".

9. Maximale Ideale: Existenz
Satz 9.1. Sei R ein Ring. und R # {0}.

1. R besitzt mazimale Ideale (und damit auch Primideale nach Korollar 7.11).

2. Jedes Ideal I C R, I # R ist in einem (nicht notwendigerweise eindeutigen!)
maximalen Ideal enthalten.

Beweis. Wir zeigen zunéchst 2. unter der Annahme von 1.: Sei I # R ein Ideal in R.
Dann ist R/I # {0} und besitzt daher nach 1. ein maximales Ideal. Nach Satz 7.9
existiert ein maximales Ideal J C R mit J D I.

[13. November 2017]

[16. November 2017]

Es bleibt die erste Aussage zu zeigen. Hierfir sei M = {I C R | I Ideal,/ # R}.
Betrachte nun die partielle Ordnung < auf M gegeben durch I < I, falls I; C I5. Sei

N C M eine total geordnete Teilmenge. Dann betrachte I := |J I ist ein Ideal.
IEN

Es folgt [ € M, weil 1 ¢ I, da 1 ¢ I fir alle I € N aus unserer Definition von N C M
folgt.

Somit ist N in M nach oben beschrankt. Nach dem LEMMA VON ZORN existiert ein
maximales Element in M, woraus die Existenz eines (nicht notwendigerweise eindeutigen)
maximalen Ideals in R folgt. [

Beispiel 1. R = C[t],a € C. Dann ist

eve: Clt] — C
p(t) — pla)

ein surjektiver Ringhomomorphismus. Es gilt p(t) € ker ev, genau dann, wenn p(a) = 0,
also wenn a eine Nullstelle von p(t) ist. Nach Satz 7.13 ist das adquivalent dazu, dass
(t — a) das Polynom p(t) teilt; also ist p(¢) Element des von (¢ — a) erzeugten Ideals. Nach
dem HOMOMORPHIESATZ fiir Ringe erhalten wir einen Isomorphismus

C[t]/(t — a) — C

Da C ein Korper ist, ist I = (t — a) maximales Ideal (fiir jedes a € C).
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10. Einschub: Chinesischer Restsatz

Mathematik in der Praxis. Stroppel hat eine Pralinenschachtel. Wenn jemand errét,
wieviele Pralinen sich darin befinden, bekommt derjenige alle Pralinen (da niemand
nachpriifen kann, ob das, was Stroppel beziiglich der Anzahl der Pralinen behauptet,
stimmt, wird vermutlich niemand die Pralinen bekommen). Wir wissen tiber die Anzahl
der Pralinen: Wenn man sie auf vier Leute aufteilt, bleiben zwei tibrig; wenn man sie auf
sieben Personen verteilt, bleiben drei Pralinen iibrig, also

= 2 (mod 4),

= 3 (mod7).
Eine Losung ist zum Beispiel = 10, aber laut Stroppel ist das nicht die Anzahl der
Pralinen (die Pralinenschachtel sieht aber gar nicht so grof aus, als ob da noch wirklich

viel mehr Pralinen darin sein konnten). Wir vermuten nun, dass genau die Zahlen der
Form 10 + 28k, k € Z Losungen sind.

Satz 10.1 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein kommutativer Ring sowie R # {0}. Seien
weiter I, ..., I Ideale in R, sodass I; + I; = R fiir alle ¢ # j gilt. Dann existiert ein
surjektiver Ringhomomorphismus
¢: R — R/ x---x R/
r o — (7,...,T)

(wobei T jeweils die Nebenklasse von r beziiglich dem passenden Ideal I; ist). Dabei gilt
ker® = I, N---NI;. Insbesondere erhalten wir einen Isomorphismus von Ringen:

R/(ILNn---NI;) — R/I; X --- x R/I

Beweis. Es léasst sich leicht nachrechnen, dass ® tatséchlich ein Ringhomomorphismus ist.
Es bleibt die Surjektivitat von ® zu zeigen. Nach Voraussetzung existieren fir 1 <1,j5 <'s
Elemente a;; € I;,aj € I; mit a;; + a;; = 1. Wir definieren nun

b= 101~ ay) = [ ay
J#i J7
1<j<s 1<j<s

Es gilt
—  [0in R/I; fir i # j,
" \Tin R/I; firi=j.
Sei nun (77,...,75) € R/I; X --- X R/I, beliebig (r; € R). Wir setzen
€T = Zbﬂ"l € R.
i=1

Da & ein Ringhomomorphismus ist, folgt dann mit (*)

_ gcp(bm) - ;;CI)(bi)CI) (Zb o ibzr1> (7).
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Folglich ist « Urbild von (77, ...,75). Damit ist ® ist surjektiv.

Schliefllich ist r € ker & genau dann, wenn (7,...,7) = (0,...,0) € R/I; x --- x R/,
also wenn 7 = 0 € R/I}, fir alle 1 < k < s. Das ist aber dquivalent dazu, dass r im
Schnitt I; N --- N I liegt, also ker® = I, N --- N L. ]

11. Lokalisierung

Definition 11.1. Sei R ein kommutativer Ring und R # {0}. Eine Teilmenge S C R
heift multiplikativ abgeschlossen, falls 1 € S und sy, € S = 5155 € S gelten. Dann
nennen wir S~!R die Lokalisierung von R an S. Dabei ist S™'R ein kommutativer Ring,
wobei die Elemente die Aquivalenzklassen in R x S beziiglich ~ definiert durch

(r,s) ~(r',s") <= JaeS:a-(r-s—1r"-s)=0x
(siehe Ubungsblatt 5) sind. Wir bezeichnen mit = die Aquivalenzklasse von (r,s) € R x S.
Wir nennen S~!R auch den Ring der Briiche fiir R beziiglich S.
Bemerkung.

1. Falls 0z € S ist, so ist S™'R bereits der Nullring, denn fiir s,s’ € S und r,7" € R
gibt es ein @ € S (ndmlich z.B. a = 0) mit a(rs’ —r's) = 0.

2. Falls R ein Integritiatsbereich ist, ist auch S™'R ein Integritéitsbereich fiir alle S
mit 0 ¢ S (selber nachrechnen!).

Satz 11.1 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung). Sei R ein kommutativer Ring,
R # {0}, und S C R multiplikativ abgeschlossen.

1. Die Abbildung

can: R — S'R
T r
1
ist ein Ringhomomorphismus, wobei can(S) C (ST'R)*.

2. Sei p: R — T ein Ringhomomorphismus, sodass p(S) C T*, dann existiert ein
eindeutiger Ringhomomorphismus ¢: ST R — T, sodass ¢ o can = ¢, also sodass
das nachfolgende Diagramm kommutiert.

R—2 T

TEI!@ Ringhomomorphismus

SR

can

Beweis.
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1. Durch einfaches Nachrechnen stellt man fest, dass can ein Ringhomomorphismus
ist. Weiterhin sei s € S. Dann ist can(s) = { und { - % =1, also hat { ein Inverses
beziiglich der Multiplikation, ist also eine Einheit. Damit folgt die erste Aussage.

2. Existenz: Wir definieren ¢(£) = ¢(r)¢(s)™", wobei das Inverse beziiglich - in S™'R
nach Voraussetzung existiert. Wieder durch Nachrechnen erhélt man, dass ¢ ein
Ringhomomorphismus ist. Es gilt

r

pocan(r) = ¢(7) = ¢(r)e(1) ™ = o(r) - 17" = ¢(r)

Damit folgt die Existenz von ¢.

Eindeutigkeit: Wir erhalten

>
S
w3
~_

I

S
[V
~_

38

PR~

Il
>

Il
RSYS

[t A T el M el e Sl M

N~ N
S
N /=

=pl7)@
=p(r)p(s)
weil ¢ o can = ¢, also ¢(£) = ¢(r)e(s)" gilt. Damit ist ¢ eindeutig. O

Definition 11.2. Falls R ein Integritatsbereich ist und R # {0}, so ist S = R\ {0}
multiplikativ abgeschlossen und S™'R =: Quot(R) ist nach dem Ubungsblatt ein Kérper.
Wir nennen diesen den Quotientenkorper zu R.

Bemerkung. Wir weisen auf die Unterscheidung zwischen R/I, einem Faktorring, und
ST1R, einem Quotientenring bzw. Quotientenkorper, hin.

Beispiel 1.
1. Esist
Quot®le) = {20 | 0),010) € Rl o) # 0]
der Korper der rationalen Funktionen iiber R in der Variable ¢.

2. Was ist z.B. Quot(Z[t])? Konnen wir diesen ,,gut“ beschreiben? (Stroppel kiindigt
einen Uberkill an. . .)

Es sei R ein Integritatsbereich, wir betrachten die Abbildung

p: R = Quot(R) — (Quot(R))[7] — Quot((Quot(R))]t])
ro— T —— konstantes Polynom
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wobei wir beachten, dass mit R auch R'[t] ein Integritatsbereich ist. Sei nun
T := Quot((Quot(R))[t]).

Nach der universellen Eigenschaft des Polynomrings existiert genau ein Ringhomo-

morphismus
f=evitRt] — T
=0 i=0
wobel 1 ;
i“: Quotl(R) cT

Fiir p(t) # 0 ist klar, dass f(p(t)) nicht 0, also eine Einheit ist, da 7" ein Korper
ist. Nach Satz 11.1 existiert genau ein Ringhomomorphismus f: Quot(R[t]) = T
mit f (g—;) = f(91)(f(g2))~'. Man kann zeigen, dass f ein Ringisomorphismus ist,
indem man die inversen Abbildungen angibt.

Also erhalten wir Quot(R[t]) = Quot((Quot(R))[t]) = T, einen Isomorphismus
von Ringen. Im Beispiel hier setzen wir R = Z und es ergibt sich
Quot(Z[t]) — Quot((Quot(Z))]t])
= Quot(Q[t])

= rationale Funktionen iiber Q in einer Variablen
Wir definieren K (ty,...,t,) = Quot(K[t,...,t,]) fur einen Korper K.

[13. November 2017]
[20. November 2017]

Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring und S C R multiplikativ abgeschlossen. Falls
S keine Nullteiler besitzt, dann ist

can: R — S7'R
r

r o =

injektiv. Denn sei can(r) = can(r’) mit r,7" € R Dann folgt = TT,, es existiert also ein
s € S mit s(rl —7'1) = 0. Da S keine Nullteiler enthélt, ist 71 —7'1 = 0, und wir erhalten
r" = r. Insbesondere kénnen wir R als Unterring von S~'R vermége can auffassen.

12. Satz von Gaufl
Ziel dieses Kapitels:

Satz 12.1 (Satz von GauB}). Der Polynomring eines faktoriellen Ringes ist faktoriell.
Genauer: Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist R[t] faktoriell und die irreduziblen
Elemente sind bis auf Finheiten in R genau die
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(a) irreduziblen Elemente in R C R[t] und die

(b) Elemente p(t) € R[t], die irreduzibel in Quot(R)[t] und primitiv (siehe Definiti-
on 12.1) sind.

Korollar 12.2. Sei K ein Korper. Dann ist K[t1, . . ., t,| faktoriell. Ebenso ist Z[ty, . . ., t,]
faktoriell (aber kein Hauptidealring, vgl. Ubungungsblatt 5).

Beweis. K und Z sind beide Hauptidealringe, weshalb K und Z nach Satz 8.4 also
faktoriell sind. Laut SATzZ VON GAuUss sind damit K[t;] und Z[t;] faktoriell. Durch
iterative Anwendung folgt die Aussage. H

Beispiel 1. p(t) = 2t ist irreduzibel in Q[t] = Quot(Z)[t] (da fir p(t) = be in Q[t] schon
deg(b) = 0 oder deg(c) = 0 gilt und damit b oder ¢ eine Einheit in Q ist).

Aber: p(t) ist nicht irreduzibel in Z[t], da p(t) = 2 -t und 2,t ¢ Z[t]*. (Einfaches
Argument iiber den Grad der Polynome)

Definition 12.1. Sei R ein faktorieller Ring. Dann heifit p(t) = Y1 a;t’ mit n =
deg(p(t)) primitiv, falls kein » € R\ R* existiert, welche alle a; mit 1 <i <n teilt.

Beispiel 2. 2t> + 4¢3 € Z][t] ist nicht primitiv (man wéhle » = 2), dafiir aber in Q[t].

Lemma 12.3 (Lemma von Gauf}). Sei R ein faktorieller Ring sowie P,Q € R|[t] primitiv.
Dann folgt, dass PQ € R[t] primitiv ist.

Beweis. Wir nehmen an, dass PQ) € R[t] nicht primitiv ist. Dann existiert ein r € R\ R*
mit 7 | PQ. Sei ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit r prim. Betrachte R/(r). Da r
prim ist, ist (r) ein Primideal. Folglich ist R/(r) ein Integritatsbereich, also insbesondere
nullteilerfrei.

Betrachte nun PQ € R/(r)[t] (Polynome mit Koeffizienten modulo (r)). Dann gilt
PQ =0e¢e R/(r)[t], da r das Polynom PQ teilt. Da PQ = P Q ist, folgt damit P Q = 0.
Da R/(r) nullteilerfrei ist, ist P = 0 oder Q = 0 und damit P nicht primitiv oder Q
nicht primitiv. Das ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Lemma 12.4. Sei R ein faktorieller Ring, K = Quot(R) und f € Rl[t] primitiv. Wenn
f irreduzibel in K[t] ist, ist f auch irreduzibel in R|[t].

Beweis. Sei f = be in RJt]. Es ist zu zeigen, dass b oder ¢ eine Einheit in R[t] ist. Es
gilt f = bc auch in K[t]. Nach Voraussetzung ist f irreduzibel in K[t|. Also ist b oder
c € K[t]* = K*. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte b € K*, also b # 0 (da K
ein Koérper ist) und da nach Voraussetzung b € R[t] ist, folgt b € R\ {0}. Da R faktoriell
ist, ist b = epy...p,, wobei ¢ € R* und die p; € R irreduzibel fir alle 1 < i < r mit
einem geeigneten r € Ny sind.

Aus der Tatsache, dass f primitiv ist, folgt, dass b primitiv ist und somit b = e (weil
sonst die Primfaktoren Teiler von b wéren). Damit ist b eine Einheit in R und f € R[t]
ist irreduzibel. ]
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Beweis des Satzes von Gaufs.

FElemente der Form (a) und (b) sind irreduzibel. Fir (b) ist dies nach Lemma 12.4 klar.
Fir (a): Sei r € R irreduzibel und r = be in R[t]. Es bleibt b oder ¢ € R[t]* zu
zeigen. Da R nullteilerfrei ist, gilt deg(b) = 0 = deg(c), also b,c € R. Weil r € R
irreduzibel ist, folgt b € R* oder ¢ € R*.

FEzistenz einer Primfaktorzerlegung. Sei K = Quot(R). Da K ein Korper ist, folgt mit
Ubungsblatt 5, dass K[t] ein Hauptidealring ist, welcher nach Satz 8.4 faktoriell ist.
Sei 0 # f € R[t] C K][t], so existiert eine Primfaktorzerlegung mit f = ep;...p, in
K[t] mit € € K[t} = K* und irreduziblen py,...,p, € KJt].

Wir wéhlen fiir 1 < ¢ < r Elemente ¢; € K, sodass p; = ¢;p; mit primitiven p; € R|[t]
ist (,,Hauptnenner®). Ist ¢ .= ¢y ...¢,e, so gilt f = ¢p; ... p,, wobei p; ...p, nach
dem LEMMA VON GAUSS primitiv ist. Daraus folgt ¢ € R.

Da R faktoriell ist, gilt ¢ = nq; ... qs mit n € R* und irreduziblen ¢1,...,q € R.
Alsoist f =nq...qsp1-- . Pr, Wobel ¢y, ... qs Faktoren von Typ (a) und py, ..., p,
Faktoren von Typ (b) sind. Folglich existiert eine Primfaktorzerlegung

Typ (a) und Typ (b) sind genau die irreduziblen Elemente in R[t] (bis auf Finheiten).
Sei p € R[t] irreduzibel. Dann existiert ein ¢ € R[t]* = R* und irreduzible
P1,-.-,pr € R[t] vom Typ (a) oder (b), sodass p = ep; ...p,, da die Primfaktorzer-
legung existiert. Da p irreduzibel ist, gilt p = p; fiir ein ¢ bis auf Einheiten.

Findeutigkeit der Primfaktorzerlegung (bis auf Einheiten). Seien p = nqy ...qsp1 - - - Dr
und p =1/d, ... .y, ... pl., zwei Primfaktorzerlegungen wie oben. Weil K[t] fakto-
riell ist, gilt dann nqy ... qs,7'q} - .. ¢, € K[t]* und somit r = 7/, und es existiert

ein v; € K[t]* = K* fiir jedes ¢ mit 1 <4 <r und 7 € S, sodass ;) = vipi- Da

pi primitiv und p; € RJt] ist, gilt 7; € R fir alle i. Also existiert ein v =7, ...7,,
sodass nyq1 ... qs =1'q; ... % ist.

Dabei sind alle Terme in R, und da R faktoriell ist, gilt s = ¢ und die Zerlegung
ist ,eindeutig®. Folglich ist die Zerlegung insgesamt ,eindeutig®. O]

Satz 12.5 (Eisensteinsches Irreduzibilititskriterium). Sei f = Y1, a;t* € Z[t] primitiv
sowie deg(f) =n > 0. Es sei p € Z eine Primzahl, fir die Folgendes gilt:

pta, pla; fir0<i<n-—1 p*tao
FEzistiert ein solches p, dann ist f irreduzibel in Z[t] und somit auch in Q[t].

Beweis. Sei f = gh mit g,h ¢ Z[t]*, also deg(g) > 0, deg(h) > 0, da f primitiv ist.
Sei g = X" bitt, h = Y7_gcit! mit m,s > 0, m + s = n. Dann gilt a,, = b,,cs, also
P14 bm, D1t cs, sowie ag = byco, also p t by oder p 1 ¢g. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit
gelte p | bp und p 1 ¢p. Sei t maximal mit p | b; fiir alle 0 < j <t Es gilt 0 <t < m.
Nun gilt a;41 = bocja1 + bicy + bacq + - -+ + bir1cg. Dabei werden alle bis auf den
letzten Summanden von p geteilt und b;,1¢o wird nicht von p geteilt. Damit teilt p nicht
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a;+1- Nach Voraussetzung muss also [ + 1 = n gelten. Folglich m = n und damit s = 0.
Das ist ein Widerspruch. Damit gilt das Eisensteinsche Irreduzibilitatskriterium. O]

[20. November 2017]
[23. November 2017]

13. Kreisteilungspolynome

Anwendung 13.1. Sei p prim. Dann ist ®,(t) ==t?"' + .-+ + ¢+ 1 irreduzibel in Z]t].
Wir nennen ®,(t) das p-te Kreisteilungspolynom.

Beweis. Wir betrachten

f=evi: Z[t] — ZJt]
p(t) — p(t +1),

was ein Ringhomomorphismus mit der inversen Abbildung ev,_; ist. Jeder Ringhomo-
morphismus ¢ bildet Einheiten auf Einheiten ab. Falls ¢ ein Ringisomorphismus ist, gilt,
dass fiir ¢ : R — R’ ein € R genau dann irreduzibel ist, wenn p(z) € R irreduzibel ist.
Begriindung: Sei z € R irreduzibel und ¢(x) = b- c. Dann ist ! (p(x)) = o1 (b)) (c),
da ! existiert. Also gilt x = ¢~ 1(b)p~!(c) und damit ist o ~1(b) oder ¢ ~!(c) eine Einheit.
Deshalb ist bereits b oder ¢ eine Einheit und somit folgt die Behauptung.

Es reicht nun zu zeigen, dass f (®,(t)) irreduzibel in Z[t] ist. Es gilt, dass ®,(t)-(t—1) =
P — 1.

= f(®p(1)) - f(t=1) = f(t" = 1)
;»f(q>,,(t))-t:(t+1)l’—1:tp+<]13>tp—1+---+< g >t+<p>1—1

p—1 P

S f@,(0) = + @ I (p . 1>’f° Gyt Gyt e+ gl

Nun gilt pt a,—1 und p | a; fir 0 <4 < p — 2 und p* t ap. Somit sind die Kriterien fiir
das EISENSTEINSCHE IRREDUZIBILITATSKRITERIUM erfiillt. Folglich ist f (®,(¢)) € Z[t]
irreduzibel. Damit ist auch ®,(¢) irreduzibel. O

Anschauliche Interpretation von ®,(¢). Wir betrachten das Polynom t" — 1 € C[¢]
mit n € N. Die Nullstellen sind dann genau die komplexen Zahlen z € C mit 2" = 1, also
die n-ten Einheitswurzeln.

Wir erhalten also , gleichverteilte* Punkte auf dem Einheitskreis mit (0,1) = (,. Wir
nennen ( primitive n-te Einheitswurzel, falls (" = 1 und (" # 1 fiir alle m > n (m € N)
gilt. Insbesondere ist dann n = ord({) beztglich der Multiplikation.
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Definition 13.1. Fiir d € N definieren wir

Da(t) = [](t - 2)

z primitive d-te
Einheitswurzel # 1

als das d-te Kreisteilungspolynom.
Bemerkung. ®4(t) = ®,(t) wie oben, falls d eine Primzahl ist.

Wir wissen, dass ®,(t) € Z[t] irreduzibel ist, falls p eine Primzahl und primitiv ist.
Nach dem SATzZ VON GAUSs ist deshalb auch ®,(¢) € Q[t] = Quot(Z)[t] irreduzibel.
Deshalb folgt nach Lemma 8.1, dass das von ®,(t) erzeuge Ideal I := (®,(¢)) maximal
unter den Hauptidealen in Q[t] ist. Da Q[t] ein Hauptidealring ist (siche Ubungsblatt
5), ist I auch ein maximales Ideal. Deshalb ist Q[t]/I =: K, ein Korper, auch der p-te
Kreisteilungskorper genannt.

Lemma 13.2. Sei K ein Korper und R # {0} ein kommutativer Ring. Sei ¢ : K — R
ein Ringhomomorphismus. Dann ist ¢ injektiv.

Beweis. Wir wissen, dass ¢(1) = 1 # 0. Sei kery # {0}. Dann existiert ein a € K,
welches im Kern liegt, sodass 1 = a™! - a, was auch im Kern liegt, da ker ¢ ein Ideal ist.
Dann wére aber ¢(1) = 0, was ein Widerspruch ist. Insbesondere kénnen wir K vermoge
¢ als Teilmenge von R auffassen. O

Deshalb konnen wir Q als Teilmenge von K, vermége der (injektiven) Einbettung
Q — Q] — Q[t]/(®,(1))
auffassen. K, ist dadurch ein Q-Vektorraum (nachrechnen!).

Lemma 13.3. Sei p prim. Dann ist K, ein (p — 1)-dimensionaler Q- Vektorraum.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass
B={Ltt, . . 77
eine Basis ist.

Erzeugendensystem. Es reicht zu zeigen, dass 7 € Spang(B) fir k € Ny, damit B ein
Erzeugendensystem ist.

1. Fir 0 < k < p— 2 ist das klar.
2. Seik=p—1.

Pl _ 1 (Ep*1+...+f—|—T>

0K,

_92 _
= —t""+..- —t—1 € Spang(B)
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3. Sei k>p—1.
=77 €7 Spang(B)
C Spang {f, ©. ,fp_l}
C Spang(B)

Somit ist B ein Erzeugendensystem.

Lineare Unabhingigkeit. Sei S=2 a;f' =0 in K, mit a; € O. Wir betrachten Q(X) =

1=

S 2 a; X' € Q[X]. Es ist klar, dass Q(t) € Q[t] und Q(t) € K,. Wir wissen, dass

p—2 . p—2
Gzz:af: aztlzw

i=0 i=0
Dann liegt Q(t) in I = ®,(t) und folglich gilt ®,(¢) | Q(¢). Es folgt also, dass
deg(Q(t)) > p—1 oder Q(t) = 0, wobei ersteres ein Widerspruch zur Definition ist.
Folglich gilt Q(¢t) = 0, womit alle a; = 0 und B ist damit linear unabhéngig. [

Wir betrachten
. . ist Ringisomorphimus
G = {90 : KP - KP u‘pnd (@—liniar7 @\Qp: idg } .
G ist eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen. Man nennt G die
Galoisgruppe Gal(K, J/ Q) von K, iiber Q. Es gilt, dass ¢(1) = 1. Falls ¢(f) = z, dann
k

gilt ¢ (fk) = 2" weil ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Wegen Lemma 13.3 bestimmt also

©(t) die Abbildung ¢ bereits eindeutig, da ¢ Q-linear ist. Wir interessieren uns also nur
fiir die Moglichkeiten fiir z.

Lemma 13.4. Sei ¢ € G sowie a; € Q fiir alle (endlich viele) i. Sei weiterhin

P(X)=> a;X' € K,[X].

>0

Fulls y eine Nullstelle von P(X) in K, ist, dann ist auch p(y) mit ¢ € G eine Nullstelle
von P(X).

Beweis. Sei y eine Nullstelle von P(X). Dann ist 3 ;50 a9y = 0 in K,. Folglich gilt
0=p(0)=¢ (Z aiyi) =D pla)e(y’) = >_ap(y)
i>0 i>0 i>0
Somit ist ¢(y) eine Nullstelle. O

Nun ist ¢ eine Nullstelle von X? — 1 € K,[X], weil XP —1 = ®&,(X) - (X — 1) und
®,(f) = 0 in K, gilt. Damit ist (%) eine Nullstelle von X? — 1 falls ¢ € G.
Andererseits ist Z° fiir 0 < k < p—1 eine Nullstelle von X? — 1, weil

(") =@ =1=1¢K,
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gilt. Die Frir0<k< p — 2 sind paarweise verschieden, da sie linear unabhangig sind.
Somit definiert die Zuordnung ¢ +— T fir 0 < k < p — 2 dann p — 1 paarweise
verschiedene Elemente in G. Nach Lemma 13.4 gibt es aber hochstens p Nullstellen, also
G| <p.
Also hat G genau die Elemente gegeben durch

gk
p(t) =1
weil p(f) = =1 und ¢(I) = T = 1 unmdglich sind.
Zusammenfassend ist G endlich und permutiert die Nullstellen von X? — 1. Wir werden
zeigen:

fir1 <k <p-2,

Gal(K, | Q) = (Z/pZ)*

III. Korpertheorie

14. Korpererweiterungen

Definition 14.1. Es seien K und K’ Korper. Dann heifit ¢ : K — K’ Koérperhomo-
morphismus bzw. Korperisomorphismus, falls ¢ ein Ringhomomorphismus bzw. ein
Ringisomorphismus ist.

Definition 14.2. Es sei K ein Korper. Dann heifit L C K Unterkorper, falls L ein
Unterring ist und fiir alle Elemente z € L das Inverse z~! beziiglich x in L liegt.
Aquivalent dazu ist, dass L ein Kérper mit den von K eingeschrinkten Verkniipfungen
ist.

Bemerkung. Beliebige Schnitte von Unterkérpern sind Unterkorper.

Definition 14.3. Sei K ein Korper sowie N C K eine Teilmenge von K. Dann ist

<N>K6rper = ﬂ L

LCK Unterkorper
NCL

der von N erzeugte Unterkorper. Insbesondere heifit

(D) kerper = ()L

LCK Unter-
koérper

der Primkorper von K.

[23. November 2017]
[27. November 2017]

Bemerkung. Der Primkorper eines Korpers ist selbst ein Korper und zwar der kleinste
Unterkorper von K. Es ist 0,1 € (§) und damit auch 1+ --- + 1 € (@) als die n-fache
Addition der 1 (n € N).
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Satz 14.1. Sei K ein Korper. Dann ist der Primkérper von K isomorph (als Korper) zu

Q  falls char K = 0,
F, falls char K =p > 0.

Beweis. Betrachte ¢: Z — K mit

n-1 falls n € N,
o(n) =10 falls n = 0,
—(—n-1) falls —n € N,

wobei klar ist, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist und das Bild von ¢ im Primkoérper
von K liegt.

Fall 1: char K = p > 0. Dann liegt p-1 = 0 in K, es gilt also p(pm) = 0 fur alle
m € Z, also folgt pZ C ker p. Nun existiert nach dem HOMOMORPHIESATZ ein
Ringhomomorphismus ¢: Z/pZ — K mit pocan = ¢. Da p prim ist, ist Z/pZ = F,
ein Korper. Nach Lemma 13.2 ist @ folglich injektiv und im @ ist im Primkorper von
K enthalten, wobei im @ = [F,, nach dem HOMOMORPHIESATZ. Weil der Primkorper
der kleinste Unterkorper von K ist und im @ ein Korper (isomorph zu FF,) ist, ist
im® der Primkorper von K.

Fall 2: char K = 0. Dann ist ¢ injektiv, denn aus ¢(n) = ¢(m) folgt (n —m)1 =0 in
K, also gilt n = m oder char K > 0, wobei letzteres aber nicht der Fall ist. Also
ist ¢(n) # 0 fir alle n # 0, da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Damit gilt
p(n) € K* fir alle n € Z \ {0}. Nach der UNIVERSELLEN EIGENSCHAFT DER
LOKALISIERUNG existiert ein Ringhomomorphismus ¢: Q = Quot(Z) — K, §
©o(a)(p(b))~t. Mit Lemma 13.2 folgt dann, dass ¢ injektiv ist, und weiter gilt
nach dem HOMOMORPHIESATZ Q/ ker ¢ = im ¢, also Q = im ¢ (Isomorphie von
Ringen bzw. Kérpern). Wir wissen, dass im ¢ im Primkérper von K enthalten ist.
Nach Definition von ¢ liegt auch im ¢ im Primkérper von K, weil der Primkorper
ein Korper ist. Damit haben wir nun einen Unterkoérper im ¢ als Teilmenge des
Primkérpers von K, also ist im ¢ der Primkorper, weil dieser minimal ist. Also ist
Q isomorph zum Primkérper von K. O

Definition 14.4. Eine Korpererweiterung L j/ K ist ein Paar L, K von Kérpern, wobei
K C L ein Unterkorper von L ist. Genauer: L ist eine Korpererweiterung von K.

Beispiel 1.
1. C // R ist eine Korpererweiterung.

2. Sei L /| K eine Korpererweiterung und seien «q,...,a, € L. Sei M = K U
{a1,..., 05} Dann sind K C (M)ksrper C L jeweils Koérpererweiterungen. Wir
bezeichnen (M)ksrper = K (a1, ..., ay) den von K und oy, ..., a, erzeugten Unter-
koérper von L.
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Beachte: K C Klay,...,a,] € K(ay,...,a,) C L; wobei die erste Inklusion eine
Inklusion von Ringen ist und die zweite im Allgemeinen tatséchlich echt ist. Die letzte
Inklusion ist eine Inklusion von Korpern.

Beispiel 2.
1. RCR[i|={a+0bi|a,be R} =R(i)=C
2. RCR[] S R(t) & C(t)

Definition 14.5. Eine Korpererweiterung L // K heifit endlich erzeugt, falls o, ..., «, €
L existieren, sodass L = K(ay,...,ay). L // K heifit einfach (oder auch primitiv), falls
ein € L mit L = K(«) existiert.

Definition 14.6. Sei L J/ K eine Korpererweiterung. Dann ist L ein K-Vektorraum (in
offensichtlicher Weise; siche Abschnitt 13). Wir nennen dimg L = [L : K| den Grad der
Koérpererweiterung L // K.

Beispiel 3. C /R: [C:R] =2; R(t) / R: [R(t) : R] = 0.

Bemerkung. Falls L ein endlicher Kérper sowie L // K eine Korpererweiterung ist, so gilt
L] = KR

Satz 14.2. Sei L || K eine Korpererweiterung und V' ein L-Vektorraum. Dann ist V
durch Einschrinkung der Verkniipfungen auch ein K-Vektorraum. Es gilt dimg V' =
dim, V- [L: K.

Korollar 14.3 (Gradformel). Seien Ly J/ Ly und Ly J| Ly Korpererweiterungen. Dann gilt
[Ll . Lg] = {Ll . LQ] . [LQ . Lg]
Beweis. Folgt direkt aus Satz 14.2. m

Beweis von Satz 14.2. Sei {v; | i € I} eine Basis von V' als L-Vektorraum und {w, | j €
J} eine Basis von L als K-Vektorraum. Wir zeigen nun, dass {z; ;) = wjv; [t € I,j € J}
eine Basis von V' als K-Vektorraum ist. Damit folgt dann der Satz.

Erzeugendensystem. Sei v € V, so existiert eine Darstellung v = >, a;v; mit a; € L,
wobei nur endliche viele a; # 0 sind, und fiir festes ¢ € I gilt aulerdem

a; = Z bi]’w]’ mit bij e K

jedJ

wobei wieder nur endlich viele by; # 0 sind. Nun gilt aber v = 37,c; > 5 bijw;vs,
und wir sind fertig.

Lineare Unabhdngigkeit. Sei 3-; yep Cijzqi;) = 0 mit ¢;; € K und endlichem I' C I x J.
Es ist zu zeigen, dass ¢;; = 0 fur alle (¢,7) € I’ gilt.
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Wir setzen ¢;; = 0 fiir alle (4, j) € ({ x J) \ I". Nun folgt

0=> cis2ig =) (Z(%‘wa‘)) Vi,

(4,9)el’ €l \jeJ

also ¢;;w; € L, weil K C L ein Unterkorper ist. Da {v; | i € I} eine Basis von V
als L-Vektorraum ist, folgt >°,c; ¢;jw; = 0 fiir alle 7 € I. Da weiterhin {w; | j € J}
linear unabhéngig tiber K ist, gilt ¢;; = 0 fir alle ¢ € / und j € J. m

15. Algebraische Korpererweiterung

Sei L /| K eine Korpererweiterung sowie a € L. Die Inklusion K — L, A — X ist ein
Ringhomomorphismus. Nach der UNIVERSELLEN EIGENSCHAFT DES POLYNOMRINGS
existiert genau ein Ringhomomorphismus

eve: K[t] — L
p(t) — pla).

Wir nennen a transzendent iiber K, falls ev, injektiv ist, und algebraisch anderenfalls.
Betrachte nun diese beiden Fiélle.

Fall 1: a ist transzendent. Dann ist ev,: K[t] — L injektiv und nach Satz 7.15 gilt
imev, = K[a] C L. Also existiert ein Isomorphismus von Ringen K[t] — Kla] nach
dem HOMOMORPHIESATZ. Nach Definition ist K[a] C K(a) und somit gilt

K(a)2{fg~" | f.g € Kla],g # 0} = X.

Da K (a) der kleinste Unterkorper von L ist, der K und a enthalt und X offensichtlich
ein Korper ist, folgt Gleichheit.

Folglich erhalten wir einen Isomorphismus von Ringen (bzw. Kérpern) von K(a) =
K(t) = Quot(K]t]). Insbesondere sind K (t), also auch K (a) unendlichdimensionale
als K-Vektorraume, also [K(a) : K] = 0.

Fall 2: a ist algebraisch tiber K. Nach Definition ist ev, nicht injektiv. Also gilt, dass
ker(ev,) # {0} ein Ideal in Kt] ist. Da K[t] ein Hauptidealring ist, existiert ein
p(t) € K[t] mit ker(ev,) = (p(t)). Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit p(t)
normiert (d.h. der Leitkoeffizient ist 1).

Wir wissen, dass p(a) = ev,(p(t)) = 0, also dass a eine Nullstelle von p(t) ist. Wéhle
nun ein normiertes Polynom minimalen Grades in K[t], genannt m,(t), sodass
ma(a) = 0, also sodass eine Nullstelle ist. Wir nennen m, das Minimalpolynom
zu a (Existenz und Eindeutigkeit zeigt man wie fiir das Minimalpolynom in LA
IT). Ebenfalls wie in LA II zeigt man, dass m,(t) jedes Polynom p(t) € K[t] mit
p(a) = 0 teilt. Damit folgt, dass kerev, = (m,(t)) ist.

Vermoge des HOMOMORPHIESATZ erhalten wir schliellich einen Ringhomomorphis-
mus ev,: K[t|/(m4(t)) — im(ev,) C L.
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[27. November 2017]

[30. November 2017]

Dabei ist im(ev,) € L und L ein Korper und im(ev,) ein Ring. Folglich sind im ev,
und Kt]/(mq(t)) Integritatsbereiche. Damit ist (m,(t)) ein Primideal und m,(t)
ist prim. Da K[t] ein Hauptidealring ist, ist m,(¢) irreduzibel und (m,(¢)) maximal
unter allen Hauptidealen; folglich ist (m,(t)) maximal und Kt]/(m.(t)) ein Kérper.
Da ev,: K|[t]/(m4(t)) — imev, = K[a] C L ein Ringhomomorphismus und auf
einem Korper definiert ist, ist v, injektiv und Kla] somit ein Korper. Also gilt
Kla] € K(a) C L. Da K(a) der kleinste Korper ist, der K und a enthélt, folgt
Kla] = K(a).

Behauptung: [K (a) : K] = d := deg(m,(t)). Genauer: 1,a,a?, ..., a%"! ist eine Basis
von K (a) als K-Vektorraum.

Beweis.

Erzeugendensystem. Sei k > 0. Dann gilt t4t% = t*m,(t) + Q in K[t], wobei Q
eine Linearkombination von Polynomen mit Grad kleiner als d + k ist. Also
gilt in K[t]/(mq(t)).

tdtk = thm, () + Q = Q.

Damit folgt t4+% € ({1,%,...,t4-1}). Folglich erzeugt B = {1,f,..., t4"1}
dann Kt]/(m4(t)) als K-Vektorraum. Wende nun die Evaluationsabbildung
an: ev,(B) erzeugt imev, = K(a) als K-Vektorraum, da v, insbesondere ein
K-Vektorraum-Isomorphismus ist. Da ev,(B) = {1,a,a?,...,a% '} gilt, folgt
die Aussage.

Lineare Unabhdingigkeit. Sei >3 c;a’ = 0 (in K(a)) mit ¢; € K. Wir nehmen
an, dass ein 7 mit ¢; # 0 existiert. Wahle m maximal mit ¢, # 0. Dann ist
S, ciat = 0. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢, = 1. Dann wissen

WIr
0= Z cal =ev, <Z Citi) = ev, <Z Citi> =0.
i=0 i=0

=0
Folglich hat Y ¢;t* € K|[t] als Nullstelle a und den Grad m < d im Wider-

spruch zu Definition von m,(t), weil m,(t) das normierte Polynom kleinsten
Grades mit a als Nullstelle ist. O

Beispiel 1. Betrachte C / R und i € C. Dann ist * + 1 € R[t] das Minimalpolynom
m;(t) zu i. Es gilt folglich [R(7) : R] = 2.

Satz 15.1. Sei L J| K eine Korpererweiterung und a € L. Dann sind dquivalent:
1. a ist algebraisch tiber K.
2. Kla]=K(a)C L
3. dimg K(a) = d = deg(mq(t)).
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Im letzten Fall nennen wir d = [K(a) : K| den Grad von a tiber K.

Beweis. siehe oben O

Definition 15.1. Eine Korpererweiterung L / K heifit algebraisch, falls jedes a € L
algebraisch tiber K ist. Weiter heifit L / K endlich, wenn L als K-Vektorraum endliche
Dimension hat, also der Grad [L : K| der Korpererweiterung endlich ist.

Satz 15.2.
1. Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch.
2. Falls L | K algebraisch und endlich erzeugt ist, ist L || K endlich.

3. Seien Ly || Ly und Lo /| Ls beide algebraisch. Dann ist auch Ly || Ls algebraisch
(Transitivitdt).

Beweis.

1. Sei a € L. Dann existiert ein m € N, sodass 1,a, a?, ..., a™ linear abhingig iiber K
ist, da nach Voraussetzung dimy L < oo gilt. Folglich existieren ¢; € K (0 < i < m),
die nicht alle 0 sind, mit >, ¢;a’ = 0. Also ist ev,: K[t] — L nicht injektiv und
a somit algebraisch iiber K.

2. Sei L algebraisch und endlich erzeugt iiber K. Dann existieren Elemente a, ..., a, €
L mit L = K(ay,...,a,). Betrachte

K C K(a1) € K(a1)(as) = K(ay,a9) C--- C K(ay,...,a,) = L.

Nach der GRADFORMEL gilt

L:K]=[K(a,...,a,): K] :ﬁ[K(al,...,ai):K(al,...,ai_l)]

=1

Nach Voraussetzung ist a; algebraisch iiber K, also insbesondere algebraisch iiber
K(ay,...,a;—1). Somit gilt [K(ay,...,a;) : K(ay,...,a;—1)] < oo nach Satz 15.1.
SchlieBlich folgt [L : K] < oo.

3. Ist a € Ly, so existiert ein p(t) € Lo[t] mit p(t) # 0 und p(a) = 0, da L, J/ Lo algebra-
isch ist. Sei p(t) = X1, b;t'. Betrachte den Unterkorper K = Ls(bg, by, . .., b,) von
Ls. Dann ist a offensichtlich algebraisch tiber K, also folgt [K (a) : K] < deg(p(t)) <
oo nach 2; K(a) / K ist somit endlich. Andererseits ist Ly // L3 algebraisch, also ist
erst recht K J/ Ls algebraisch.

Nach Konstruktion ist K // L3 endlich erzeugt; mit 2 folgt, dass K // Lz endlich
ist. Mit der GRADFORMEL erhalten wir [K(a) : L3] = [K(a) : K|[K : Ls]. Somit
ist [K(a) : L3] < oo, also ist a algebraisch iiber Lz nach 1. Somit ist L; // L
algebraisch. O]
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Lemma 15.3. Seien L | K eine Korpererweiterung sowie a,b € L algebraisch iber K.
Dann sind a +b, a-b, a —b und ab™* (falls b # 0) auch algebraisch iber K.

Beweis. Betrachte K(a,b) = K(a)(b). Dann [K(a,b) : K| = [K(a)(b) : K(a)|[K(a) : K],
wobei beide Faktoren endlich sind (der zweite ist endlich, weil a algebraisch iiber K ist,
der erste ist endlich, weil b algebraisch tiber K, also insbesondere iiber K(a) ist). Folglich
ist K(a,b) / K endlich und damit nach Satz 15.1 algebraisch. Aber K(a,b) enthélt a + b,
a—b, abund ab™! (falls b # 0) und somit sind diese Elemente algebraisch tiber K. [

Bemerkung. Insbesondere bilden die algebraischen Elemente tiber K (in L) selbst einen
Korper.

Beispiel 2.

1. Sei p eine Primzahl und n € N\ {0}. Dann ist f(t) = t" — p € QJt] irreduzibel
(nach dem EISENSTEINSCHEN IRREDUZIBILITATSKRITERIUM irreduzibel in Z[t] und
primitiv, also irreduzibel in Q[¢] nach dem SATZ VON GAUSS). Seinun a = {/p € C
eine Nullstelle von f(t).

Behauptung: [Q({/p) : Q] = n. Denn nach Definition des Minimalpolynoms my(t)
gilt ma(t) | f(t), also f(t) = ma(t)q(t) fur ein ¢(t) € Q[t]. Da f(t) irreduzibel
ist, folgt daraus m,(t) oder ¢(t) € Q[t]* = Q*. Aber m,(t) kann keine Einheit
sein; also f(t) = mg(t) - € mit € € Q*. Da f(¢) aber normiert ist, folgt € = 1. Mit
Satz 15.1 folgt die Behauptung.

2. Betrachte C J/ Q. Sei Q*8 = {a € C | a algebraisch iiber Q}. Nach Lemma 15.3 ist
Q C Q¥ C C eine Kérpererweiterung, namliche der gréfite Unterkorper von C, der
algebraisch tiber Q ist.

Aber Q8 ist nicht endlich iiber Q. Angenommen, Q& / Q wire endlich, also
[Q%8 : Q] = m < co. Wihle nun n > m. Nach dem ersten Beispiel ist /D € Qvle
(mit p wie oben) und [Q(/p) : Q] =n > m. Aber dann folgt Q(/p) C Q8 und
damit [Q*# : Q] > n.

Wir haben nun folgende Frage: Mit einem Koérper K und p(t) € K[t], existiert eine
Korpererweiterung L // K, sodass p(t) eine Nullstelle in L hat?

Satz 15.4. Sei K ein Korper und f(t) € K|[t] irreduzibel. Dann existiert eine algebraische
Kérpererweiterung L ) K mit [L : K] = d = deg(f(t)), sodass f(t) eine Nullstelle in L
hat.

Beweis. Da f(t) irreduzibel ist, ist (f(¢)) ein maximales Ideal in K[t] und K[t]/(f(t))
somit ein Korper. Betrachte den Ringhomomorphismus

o K — Kt — K[f)/(p(t) = L

A +—— konstantes Polynom A\

welcher injektiv ist, da K ein Korper ist; wir konnen K also als Unterkorper von L
auffassen. Es gilt L = K (f) mit ¢ = can(t). Setzt man a := ¢, so folgt f(a) = f(t) =
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f(t) =0 € L. Es ist a € L also eine Nullstelle von f(t). Da f(t) irreduzibel ist, ist
f(t) = mg(t)e fir ein geeignetes € € K* (siche oben). Also gilt [L : K] = [K(a) : K] =
deg(mq(t)) = deg(f(t)) = d. O

[27. November 2017]
[4. Dezember 2017]

Bemerkung. Sei f € K|t| nicht notwendig irreduzibel. Dann kénnen wir Satz 15.4 auf
irreduzible Faktoren von f, etwa g € K][t|, anwenden. Wir schreiben f = ¢ - h mit
h € K[t]. Dann existiert eine Koérpererweiterung L // K, sodass g in L eine Nullstelle hat,
und damit auch f. Weiterhin gilt [L : K| = deg(g) < deg(f).

Beispiel 3. Sei K = R, sei f = t* — 1 € R[¢]. Dann ist f nicht irreduzibel, da f =
(t—1)(t+1) =ghmit g=t—1und h =t+1 € R[t] gilt. Sei also L = K = R, und
wir erhalten [L : K] = 1 = deg(g) < 2 = deg(f). Im Gegensatz dazu sei f = t* + 1
(irreduzibel in R[¢]). Mit L = C erhdlt man [L : K] = [C : R] = 2 = deg(f).

Satz 15.5. Ein Korper K heifst algebraisch abgeschlossen, falls eine der folgenden dqui-
valenten Aussagen gilt:

1. Jedes Polynom f € K|t]\ K hat eine Nullstelle in K.
2. Jedes Polynom f € K|t|\ K ist Produkt von Polynomen von Grad 1.

3. Die normierten irreduziblen Polynome in K|t| sind genau die Elemente der Form
t—amitac K.

4. Falls L || K eine algebraische Korpererweiterung ist, dann gilt schon L = K.
Beispiel 4.

e R ist nicht algebraisch abgeschlossen, weil zum Beispiel 2 + 1 keine Nullstelle in R
hat.

e C ist algebraisch abgeschlossen (Fundamentalsatz der Algebra).
Beweis von Satz 15.5.
,1 =2 Sei f € K[t|\ K. Nach Annahme existiert eine Nullstelle a € K. Wir zeigen
Aussage 2 mit vollstandiger Induktion.

e Der Induktionsanfang deg(f) = 1 ist klar.

e deg(f) > 2: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir alle Polynome kleineren
Grades stimmt. Da eine a Nullstelle von f ist, teilt £ — a das Polynom f nach
Satz 7.14. Folglich gilt f = (¢t — a)g fiir ein g € K[t]. Es gilt deg(g) < deg(f),
da K ein Integritdatsbereich ist. Somit ist g und damit auch f ein Produkt von
Linearfaktoren.
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»2 = 3% Offensichtlich ist t — a € K[t] normiert und irreduzibel (aus Gradgriinden).
Sei f € K[t] normiert und irreduzibel.
e Falls deg(f) € {0, —oc}, so folgt f = 0 oder f € K* = K[t]*; damit ist f
aber nicht irreduzibel, ein Widerspruch.

e Wenn deg(f) =1,ist f =t —a fir ein a € K, weil f normiert ist.

e Sei deg(f) > 2. Nach 2 gilt dann f = (¢t —a)g fiir ein a € K und g € K|t],
wobei ¢ auch normiert ist. Da (f — a) und g aber aus Gradgriinden keine
Einheiten sind, steht dies im Widerspruch dazu, dass f irreduzibel ist.

-3 = 4% Sei L /| K eine algebraische Korpererweiterung und b € L. Dann ist b alge-
braisch iiber K, es existiert also ein f € K[t] \ K mit f(b) = 0. Folglich existiert
ein Minimalpolynom my(t) € K[t] mit m,;(b) = 0. Nach der Definition des Normal-
polynoms ist m,(t) normiert und irreduzibel. Mit 3 folgt, dass my(t) =t — a fiir
ein @ € K. Da b eine Nullstelle von my(t) ist, erhalten wir b = ¢ und damit b € K.
Somit ist bereits L = K.

,4 = 1% Sei f € K[t]\ K. Nach Satz 15.4 existiert eine algebraische Korpererweiterung
L J K, sodass f in L eine Nullstelle hat. Aber nach Voraussetzung ist L = K. [

16. Algebraischer Abschluss

Satz 16.1. Sei K ein Korper. Dann existiert ein algebraisch abgeschlossener Korper L
mit K C L.

Zur Erinnerung: Fir einen kommutativen Ring R und eine Teilmenge N C R bezeichnet
(N) das von N erzeugte Ideal, also das kleinste Ideal in R, das N enthélt. Es gilt

(N) = {i Tim;

i=1

meN,n, € N, r; eRVz}.

Beweis von Satz 16.1.

1. Schritt: Wir ,bauen® eine Kérpererweiterung Ly / K, sodass jedes f € K[t] mit
deg(f) > 1 eine Nullstelle in L; hat. Sei

J = K|[t] \ K = {Polynome vom Grad > 1}

Betrachte R = K [X; | f € J] (siehe Ubungsblatt 9 fiir eine saubere Definition).
Das ist ein Polynomring iiber K in unendlich vielen Variablen.

Wir definieren I :== (f(Xy) | f € J) C R vermége der universellen Eigenschaft von
K|[t]. Es ist klar, dass I ein Ideal ist; wir behaupten, dass I sogar ein echtes Ideal
ist. Der Beweis hierfiir folgt weiter unten.

Nach Satz 9.1 existiert ein maximales Ideal m C R mit R © m O I. Damit ist
R/m =: L; ein Kérper. Offenbar gilt K C R und sogar K C R/m (durch die
Abbildung K — R — R/m). Somit haben wir eine Korpererweiterung L, / K. Sei

62


http://www.math.uni-bonn.de/people/palmer/EIDA-Blatt-09.pdf

I1I. KORPERTHEORIE

nun f € J = K[t]\ K mit f =352, ;t" und fast allen b; = 0. Es ist zu zeigen, dass
f eine Nullstelle in L; hat.

Wir wissen f(can(Xy)) =272, pr/, wobei b; € K ist. Also gilt

Mg

f(can(Xy)) Z =

1=0 7

wobei f(Xy) € I Cm, also f(can(Xy)) = 0. Also ist can(Xy) € L; eine Nullstelle
von f(t).

2. Schritt: Betrachte den ,, Turm“ von Kérpererweiterungen K = Lo C Ly C Ly C ...
sodass L;i1 /| L; eine Korpererweiterung ist und jedes f € L;[t] \ L; eine Nullstelle
in L;;q hat (existiert nach Schritt 1). Setze

L= UL“

i>0

bi X} = can(f(Xy)),

Il
=)

was natiirlich ein Kérper ist. Es ist nun zu zeigen, dass es fiir jedes g € L[t] \ L
eine Nullstelle in L gibt.

Sei dafiir g = 3°2°, a;t* mit nur endlich vielen a; # 0. Folglich gibt es ein ng € N
mit a; € L,, fir alle i. Das heifit aber, dass wir g als Polynom in L,,[t] auffassen
konnen. Dadurch hat g(t) eine Nullstelle in L, 1 C L.

Somit gibt es einen Korper L mit K C L.

Beweis von I # R: Sei I = R, also liegt 1 € I. Somit existieren gewisse g; € R und
fi € Jmit1 =37, g:fi(Xy,). Nach wiederholter Anwendung von Satz 15.4 existiert
eine Korpererweiterung L' J/ K, wobei fi,..., f, Nullstellen in L’ haben, sagen
Wwir aq,...,a,. Nach der universellen Figenschaft fiir Polynomringe existiert ein
Ringhomomorphismus

eviR — L'[X;]|feJ

a; falls f = f; fiir ein ¢

ev(Xy) = {

und ev(A) = A € K C L' fur A € K. Dann gilt ev(fi(Xy,)) = fi(a;) = 0, weil ¢;
eine Nullstelle von f; ist. Also gilt fir 1 € R

Xy sonst

= en() = ev (0 (¥)) = Soevla) ev(5 () =0

Folglich gilt 1 =0 in L'[X; | f € J], was ein Widerspruch ist, alsoist 1 ¢ 1. O

[4. Dezember 2017]

[7. Dezember 2017]
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Satz 16.2. Sei K ein Korper. Dann existiert eine algebraische Korpererweiterung L || K,
wobei L algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis. Nach obigem Satz existiert ein Korper L', sodass K C L’ ein Unterkérper und
L' algebraisch abgeschlossen ist. Betrachte

K™ = {a € I' | a algebraisch iiber K},

was nach Lemma 15.3 ein Korper ist.

Nun ist K C K*8, denn fiir b € K ist b eine Nullstelle von f =t — b € K[t]. Also sind
K C K8 C [/ jeweils Kérpererweiterungen. Auflerdem ist K*# / K algebraisch, was
nach Definition klar ist, da jedes Element a € K®8 algebraisch iiber K ist.

Wir zeigen schlieflich, dass K*# algebraisch abgeschlossen ist. Sei nimlich f €
K®&[t] \ K% Es ist zu zeigen, dass f eine Nullstelle in K hat. Wir wissen dabei, dass
K C [/ und L’ algebraisch abgeschlossen ist. Folglich hat f eine Nullstelle a € L', also
ist a algebraisch iiber K®&. Mit Satz 15.1 folgt, dass K*%(a) / K*# eine algebraische
Korpererweiterung ist. Aus der Transitivitdt von algebraischen Korpererweiterungen
(Satz 15.2) und der Algebraizitit von K& ) K folgt, dass K*8(a) / K eine algebrai-
sche Korpererweiterung ist. Folglich ist jedes Element in K?#(a) algebraisch iiber K;
insbesondere ist a algebraisch iiber K, also a € K&, Setze nun L = K?8. O

Definition 16.1. Wir nennen den vermoge Satz 16.2 existierenden Korper L algebrai-
schen Abschluss von K und bezeichnen ihn oft mit K.

Wie sieht es nun mit der Eindeutigkeit von K aus (bis auf Isomorphie)?

Definition 16.2. Sei K ein Korper sowie L; / K und Ly J K Koérpererweiterungen.
Eine Abbildung ¢: Ly — Ly heiit K-Homomorphismus, falls ¢ ein Ring- und damit ein
Koérperhomomorphismus und ¢|x = idg ist. ¢ heifit K-Isomorphismus, falls zusétzlich ¢
bijektiv ist. Falls Ly = Ly und ¢: L; — Ly = Ly ein K-Isomorphismus ist, dann nennen
wir ¢ auch K-Automorphismus.

Beispiel 1. L; = Ly, ¢ =idy, ist ein K-Automorphismus.
Definition 16.3. Die Menge
Aut(L ) K) :={¢: L — L | ¢ K-Automorphismus}

ist eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen (fiir jede Koérpererweiterung
L J K). Wir nennen sie die Automorphismengruppe von L J/ K.

Beispiel 2. Fir C /R gilt Aut(C J/ R) = {id¢, z — Z}.
Beweis.

L2 Klar.
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,C“ Sei p € Aut(C/R). Dann ist p(a+bi) = p(a)+¢(b)p(i) = a+byp(i), wobei a, b € R.
Also ist ¢ durch durch ¢(7) bereits eindeutig bestimmt. Es gilt —1 = p(—1) =
©(i%) = ¢(i)?. Daraus folgt, dass ¢(i) eine Quadratwurzel von —1 sein muss, also
(1) =1 (also p = id¢) oder (i) = —i (also ist ¢ die komplexe Konjugation). [

Unser Ziel ist nun:

Satz 16.3 (Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses). Sei K ein Korper sowie Ly | K
und Ly | K Koérpererweiterungen, sodass Ly, Ly algebraische Abschliisse von K sind.
Dann existiert ein K-Isomorphismus ¢: Ly — Ls.

Bemerkung. Sei ¢: Ly — Lo ein K-Homomorphismus und [L; : K| = [Ly : K] < 0.
Dann ist ¢ ein K-Isomorphismus, da ¢ ein Ringhomomorphismus und L; ein Korper ist.
Somit ist ¢ injektiv. AuBerdem ist p(x+y) = p(z)+¢(y) und p(Ax) = p(N)p(z) = Ap(x)
fir A € K sowie z,y € L;. Also ist ¢ eine K-lineare Abbildung. Folglich ist ¢ eine K-
lineare injektive Abbildung zwischen endlichdimensionalen K-Vektorrdumen der gleichen
Dimension, also ist ¢ bijektiv und damit ein K-Isomorphismus.

Ubersicht. Sei L / K eine Korpererweiterung. Dann gilt folgendes beziiglich der
Teilmengen von {¢: L — L}:

Ringh - .
{p|fminghome-} {¢ | ¢ K-linear}
Il Ul
Kérperhomo- = Kérperiso- K-li
{pfp Komerbome-k 5 {ip| g Sormperisor] {o] e}

Ul Ul C;
K-H - —
{plgdliomel 5 Aut(L J K)

Lemma 16.4. Es sei p: L1 — Ly ein K-Homomorphismus, und es sei f € K[t]. Dann
ist a € Ly genau dann eine Nullstelle von f, wenn p(a) € Ly eine Nullstelle von f ist.

Beweis. Sei f =322,b;t" € K[t] und a eine Nullstelle von f(t), also 322, b;a’ = 0. Das
ist genau dann der Fall, wenn ¢(35°, b;a’) = ¢(0) = 0, da ¢ als Ringhomomorphismus
zwischen Kérpern injektiv ist. Hierzu ist 322°) o(b;)¢(a)? = 0 dquivalent, weil ¢ ein
Ringhomomorphismus ist, was wiederum genau dann eintritt, wenn >3 b;p(a)’ = 0, da
¢ ein K-Homomorphismus ist, also ist ¢(a) eine Nullstelle von f. O

Lemma 16.5. Sei ¢: Ly — Ly ein K-Homomorphismus. Wenn a € Ly algebraisch tber
K ist, ist o(a) algebraisch diber K und fir die Minimalpolynome gilt mq(t) = myq)(t) €
K|t].

Beweis. Sei a € Ly algebraisch tiber K, es existiert also ein f € K[t] \ K mit f(a) = 0.
a ist folglich eine Nullstelle von f € K|[t]. Nach Lemma 16.4 ist p(a) eine Nullstelle von
f. Daher ist ¢(a) algebraisch iiber K und Teil 1 des Lemmas folgt.
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Sei m,(t) € K[t] das Minimalpolynom von a; m,(t) ist also normiert und von mi-
nimalem Grad, sodass a Nullstelle ist. Nach Lemma 16.4 ist ¢(a) eine Nullstelle von
mq(t) € K|t]. Folglich ist myq) Teiler von m,(t). Da analog auch m,(t) ein Teiler von
My(a) iSt, gﬂt ma(t) = My(a) (t) ]

Bemerkung. Beachte: ¢ bildet algebraische a € L; auf Nullstellen von m,(t) ab!

Lemma 16.6. Sei K ein Korper sowie L | K und L' | K algebraische Korpererweiterungen
und a € L, a € L' mit my(t) = mu(t) € KI[t]. Dann existiert ein eindeutiger K-
Isomorphismus p: K(a) — K(d'), sodass p(a) = d'.

Beweis. Betrachte den Ringhomomorphismus

eve: K[t] — L
p +— pla).

Dann gilt m,(t) — mgy(a) = 0, also m,(t) € ker(ev,), woraus (m,(t)) C ker(ev,) folgt.
Nach dem HOMOMORPHIESATZ existiert genau ein Ringhomomorphismus

eV Klt]/(ma(t)) — L,

sodass €v, o can = ev,.

Es ist klar, dass imev, C K(a). Dann gilt auch imev, C K(a), und wir konnen
ev,: Klt]/(ma(t)) — K(a) betrachten. Wir wissen (siehe Vergleich transzendent vs.
algebraisch), dass (m,(t)) ein maximales Ideal ist. Also ist K[t]/(m,(t)) ein Korper. Damit
ist ev, injektiv und imev, C K(a). AuBerdem ist imev, ein Korper, weil es das Bild eines
Kérpers unter einem Ringhomomorphismus ist, und im ev, enthélt offensichtlich K und a.
Somit gilt im(ev,) = K(a). Also ist ¢1 = ev,: K|[t]/(m4(t)) — K(a) ein Isomorphismus
von Korpern. Nach Konstruktion gilt ¢1(f) = a und ¢4 |x = idk.

Analog haben wir einen Isomorphismus von Korpern ¢, : K[t]/(mq(t)) — K(a') mit
©a(t) = a’ und o]k = idg. Dabei ist (m)(t)) = (m4(t)) (nach Voraussetzung). Nun ist
o= 00" K(a) — K(d') ein Isomorphismus von Kérpern und p(a) = ¢5(t) = ¢(a’)
und ¢|x = idg. Folglich erhalten wir einen K-Isomorphismus ¢: K(a) — K(a') mit
pla) = o

¢ ist eindeutig, da ¢|x = idx und ¢(a) = da’; dadurch ist ¢ eindeutig bestimmt. [

Satz 16.7 (Fortsetzungssatz).

1. Sei L || K eine algebraische Korpererweiterung sowie L' ein algebraisch abge-
schlossener Korper und f K — L' ein Ringhomomorphismus. Dann existiert ein
Ringhomomorphismus f L — L', sodass f|K = f, also sodass das Diagramm

LLL’

ol

K
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kommutiert.

2. Seien K, K' Kérper und f: K — K’ ein Ringisomorphismus. Seien weiterhin K
und K' algebraische Abschld{;seivon K beziehungsweise K'. Dann existiert ein
Isomorphismus von Kérpern f: K — K' mit f|x = f.

[7. Dezember 2017]
[11. Dezember 2017]

Beweis.

1. Betrachte

gnv: M — L' Ringhomo-

KCMCL Zwischenkérper,}
morphismus, gy |x = f

z={ (. gu)

Nun gilt:
e 7 ist nicht leer, da (K, f) € Z.

e Wir definieren auf Z durch (M, gy ) < (M, gye) = M C M gyl = gu
eine partielle Ordnung. Das Nachpriifen dieser Eigenschaft bleibt dem Leser
iiberlassen.

e Sei U C Z eine total geordnete Teilmenge. Dann hat U eine obere Schranke
(S, gs) in Z beztglich obiger Ordnung. Dafir sei U = {(U;,¢;) | i € I} C Z.
Dann setze S = U;e; U; und gg: S — L’ definiert durch gs(u;) = g:(u;), falls
u; € U;. Nun gilt:

S st ein Korper. Da U total geordnet ist, existiert fiir z,y € S ein ¢ € I mit

z,y € U;, da etwa fiir « € U,,,,y € U; schon U,, < U; oder U; < U, gilt.
Da alle U, Korper sind, ist auch S ein Korper.

gs st wohldefiniert. Sei w € S mit v € U; NU;. Da U total geordnet ist,
gilt U; € U; oder U; C U;, und dann nach Definition der Ordnung
sogar gi(u) = g;(u), weil (Ui, g:) < (Uj, g;) oder (Uj,g;) < (Ui, g;) und
ueU;N Uj ist.

gs ist ein Ringhomomorphismus. Analog zu den obigen Beweisen ist dies
sofort klar, da U total geordnet ist und alle g; Ringhomomorphismen sind.

Somit liegt (5, gs) € Z (beachte g;|x = f fur alle i € I nach Definition, also
auch gg|x = f). Offensichtlich ist (5, gs) eine obere Schranke fiir U.

e Mit dem Lemma von Zorn folgt die Existenz eines maximalen Elementes
(Mmax7gmax) S Z.

o Behauptung: Myax = L. Daraus folgt direkt 1 mit dem Ringhomomorphismus
f = Gmax - Mmax =L— le fiir den f‘K = gmax’K = f gllta weil (Mmaxagmax) €
Z liegt.
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Beweis der Behauptung. Da (Myax, Gmax) € Z, gilt Mpax € L. Seialsoa € L,
aber a ¢ Myax. Wir wollen nun einen Widerspruch herleiten. Da L ) K
algebraisch ist, ist erst recht L /| M.« algebraisch, da K C M. Folglich
existiert das Minimalpolynom mg(t) € Muyax([t] \ Mmax von a. Sei m, =
S0 bit. Sei ml () = Y22 gmax (bi)t € L'[t] \ L. Da L' nach Voraussetzung
algebraisch abgeschlossen ist, existiert eine Nullstelle ¢’ von m/(t) in L'
Betrachte nun den Ringhomomorphismus

[SAVa Mmax [t] — L/

Zciti — ngax(ci)(a')i.
=0 i=0

Nach Konstruktion gilt hier:
— (ma(t)) C kerev,.

— Es gilt evy |k = gmax|xk = [ nach der Definition von Z. Nach dem
Homomorphiesatz erhalten wir einen Ringhomomorphismus

eVt Muax[t]/(ma(t)) — L',
sodass €V, o can = evy. Da a algebraisch ist, ist andererseits
B Minax(a) = Muax[t]/ (ma(t))
ein Isomorphismus von Koérpern und damit
Minax & Minax(a) = Minax[t]/(ma(t))

Wir erhalten also einen Korper Myax(a) C L mit Mpax © Mpax(a).

Also ist (Mpax, Ve 0f3) € Z, da evy o8 Myax(a) — L' offensichtlich ein
Ringhomomorphismus mit (ev, of)|x = evy |k = f nach Konstruktion
ist. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitdt von (Myax, Gmax). Damit
folgt die Behauptung und insgesamt Teil 1 des Satzes. O]

2. Betrachte L := K und f: K % K' C K’ = I'. Da L J/ K algebraisch (nach
Definition des algebraischen Abschlusses) und L' = K’ algebraisch abgeschlossen
ist, konnen wir Teil 1 des Satzes anwenden und erhalten einen Ringhomomorphismus

p:L=K—K =1

mit @|x = ¢. Da ¢ ein Ringhomomorphismus und K ein Korper ist, ist ¢ injektiv.
Es bleibt die Surjektivitat von ¢ zu zeigen. Dabei wissen wir:
e im @ C L' ist ein Unterkorper, weil K ein Kérper ist.

e K'=imp=f(K)=¢K)Cim¢, also K’ Cimp C K' = L.
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e Da K algebraisch abeschlossen ist, ist auch im ¢ algebraisch abgeschlossen,
da fiir 2, ¢;t" € im @[t] \ im ¢ dann a; € K mit ¢; = $(a;) existieren, wobei
2oait’ € K[t]\ K eine Nullstelle z in K hat, da K algebraisch abgeschlossen
ist, weshalb $(z) eine Nullstelle von 392, ¢;t" ist.
e Die Kérpererweiterung im ¢ J/ K’ ist algebraisch, da im® C K’ und K’ J
K’ algebraisch per Definition ist, und somit insbesondere auch im¢ J K’
algebraisch ist.

Also ist K 'Cim ¢ C K’; da im ¢ algebraisch abgeschlossen ist, folgt mit Satz 15.5
im ¢ = K’. Folglich haben wir einen Isomorphismus von Korpern
o: K = K,
wobei @l = flx = . Also folgt Teil 2. O
Damit folgt der Eindeutigkeitssatz 16.3.

Wie sehen nun zum Beispiel Q oder F, aus?

Bemerkung. Wir wissen: Q C Q, da beispielsweise t*> — 2 € Q[t] keine Nullstelle in
Q hat. Wir kénnen Q8 = {2z € C | z algebraisch iiber Q} C C als algebraischen
Abschluss nehmen, da C algebraisch abgeschlossen ist. ,Man“ weif}, dass Q& C C, weil
es transzendente Zahlen gibt, z.B. 7 € C \ Q8. Aus der Konstruktion des algebraischen
Abschlusses kann man folgern, dass Q8 abzdhlbar ist.

Fiir IF, ist die Lage besser. Wir brauchen aber ein besseres Verstindnis endlicher
Korper.

17. Endliche Korper

Ziel: Gegeben eine Primzahl p und r € N = Z- . Dann existiert ein Kérper F mit |F| = p”.
Genauer gilt der folgende Satz.

Satz 17.1 (Klassifikationssatz endlicher Kérper). Es gibt eine Bijektion

O: {F| i o Komparsomemnio ) ——— {9 | p Primzahl,r € N}

bis auf Kérperisomorphie)
Wir nennen dann den (bis auf Isomorphie eindeutigen) Korper mit p" Elementen .

Bemerkung.

e Falls r = 1 ist, kennen wir F, = (Z/pZ, +, -) aus der linearen Algebra.
e Achtung: Fy 2 Z/27 x Z/2Z, da letzterer Nullteiler hat.

Beispiel 1. Betrachte p(t) =t +t + 1 € Fy[t]. p ist irreduzibel, da p keine Nullstellen
hat. Folglich ist K = Fy[t]/(p(t)) ein Korper, weil (p(t)) ein maximales Ideal ist. Als
F,-Vektorraum hat K die Basis 1,t. Also hat K 4 Elemente al + bt mit a,b € F;
K ={0,1,t,1+t}, wobei wir x :=t und y := 1+ ¢ setzen.

Wir betrachten nun die Additions- und Multiplikationstafeln von K.
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+0[T||y JOo[T]x]y
00 |1 |xz|y 0(010]0]0
I1|1(0|y|x 110|1 x|y
x| x|y|0|1 x||0|xz|y |1
ylylxz|T1T]|0 yl|0|y|T1]|x

Beobachtungen:
e char K =2, weil 1 +1 =0 und Fy; C K der Primkorper ist.

e Alle Elemente in K* sind Nullstellen von ¢ — 1; alle Elemente in K sind Nullstellen
von t* —t.

o K* = K \ {0} ist eine Gruppe beztiglich - sowie ismorph zu Z/3Z und somit
insbesondere zyklisch.

[11. Dezember 2017]
[14. Dezember 2017]

Lemma 17.2. Sei F ein endlicher Korper. Dann ist |F| = p" fiir eine Primzahl p und
r € N und es gilt char[F = p.

Beweis. F hat den Primkorper F,, (weil sonst Q = Primkorper C F, was ein Widerspruch
zur Endlichkeit von F wire) fiir eine eindeutig bestimmte Primzahl p. Insbesondere
ist F,, C IF ein Unterkoérper. Damit ist F ein F,-Vektorraum und es gilt F = (F,)" fiir
ein n € N (Isomorphismus als F,-Vektorraum). Folglich ist |F| = p™; wir setzen also
r =n = dimg, F. ]

Also ist ® aus Satz 17.1 eine wohldefinierte Abbildung.

Satz 17.3. Sei K Korper sowie H < (K*,-) eine endliche Untergruppe. Dann ist H
zyklisch.

Beweis.

1. Behauptung: Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann existiert ein [somorphismus
von Gruppen G = G, X -+ x G,,,, wobei die GG, die p;-Sylowuntergruppen von G
sind (genauer: Gp,, ..., G, sind genau die Sylowuntergruppen von G). Insbesondere
gilt dann

H=G, x---xG,, (*)

mit G, als p;-Sylowuntergruppe von H fir 1 <¢ <n.
2. Behauptung: Alle G, (1 <1i <mn)in (*) fiir 1 <17 < n sind zyklisch.
3. Behauptung: Die Gruppe G, X --- x G}, wie in (*) ist zyklisch.

Damit ist H zyklisch.

70



I1I. KORPERTHEORIE

Beweis 1. Behauptung: Sei |G| = p{*...pS* mit paarweise verschiedenen Primzahlen
pi. Nach den SYLOWSATZEN existiert eine p;-Sylowuntergruppe G,, von G. Diese
ist eindeutig, da jede andere p;-Sylowuntergruppe zu dieser konjugiert ist, woraus
sogar Gleichheit folgt, da GG abelsch ist. Es ist nach dem SATZ VON LAGRANGE
klar, dass G, NG, = {e} fiir i # j gilt. Betrachte

[:Gp X xGp, — G
(g1,---39n) —— G1---Gn.

Im Folgenden seien (g1, ...,9n), (91 --.,g,) immer in G, X --- X Gy, .

e f ist ein Gruppenhomomorphismus, da

FUg1s- - 90)(dh - 0h) = FUG191s - - - Gndh)) = 9195925 - - - Gndly
=102 991 Gn = F((G15- - 9u)) (G151 90))

gilt.

e f ist injektiv. Zum Beweis sei f((g1,...,92)) = f((d},---,4,)). Dann ist
g1---Gn =gy ..g,. Umnformen ergibt

g2 9n(ga---9n) " =911
wobel ga.. g (g5 ---9) ™" = 92(95) ™" - ga(90) ™1 € f({e} X Gipy X -+ X G
und g, gy € f(Gyp,)-
Sei G = {e} x Gp, x -+ x G,,. Nach dem HOMOMORPHIESATZ gilt f(G) =
G/ ker f|s. Damit folgt

~ [{e} X Gy, X -+ X Gy, |
Nl =
| F(G)] fker flo|

nach dem SATZ VON LAGRANGE. |f(G)]| teilt somit p5*...pS*. Analog zeigt
man, dass |f(Gp,)| dann p7* teilt.

ord(gs ... gn(gh...g.)7 ") teilt also ps? ... p¢ und ord(gy'g)) teilt pf*. Da die
p; paarweise verschieden sind, gilt ord(g;'g}) | ggT (P, ps* ... pcr) = 1, also
g1 g, = e und schlieBlich g} = g;. Véllig analog folgt g; = g, fiir alle 1 < i < n.
o f ist surjektiv, da f injektiv ist und |G, X -+ X G, | =p* ... por = |G| < o0
gilt.
Damit ist f ein bijektiver Ringhomomorphismus und die 1. Behauptung folgt.

Beweis 2. Behauptung: Wir nehmen an, G, ware nicht zyklisch fiir ein ¢ = 1,...,n.
Wir setzen p = p; und ¢ = ¢; (¢; wie oben). Es gilt |G| = p® und nach Annahme
ord(g) < p° fiir alle g € G,,. Da ord(g) die Ordnung der Gruppe |G,| teilt, folgt
ord(g) < p°~! und sogar ord(g) = p™ fiir ein m < ¢ — 1 fiir alle g € G,,, wobei m
von g abhangig ist.
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Also ist ¢g?" = 1 und g ist eine Nullstelle des Polynoms " — 1, und somit auch von
7" — 1. Damit ist g eine Nullstelle von " — 1 fiir alle g € G,. Aber t* — 1
hat héchstens p°~! verschiedene Nullstellen, was im Widerspruch dazu steht, dass

|G| = p° > ptist. Also ist G, zyklisch fiir alle 1 <7 < n.

Beweis 3. Behauptung: Es ist zu zeigen, dass Gp, X --- x G, wie in (*) zyklisch ist.
Nach der 2. Behauptung wissen wir G,, = Z/p;*Z mit der Klassifikation zyklischer
Gruppen. Es ist also H = Z/p{*Z x - -- x Z/pSrZ als Isomorphismus von Gruppen.
Da die p; paarweise verschiedene Primzahlen sind, existieren a,b € Z so, dass
1 = apf —I—bp;j (Euklidischer Algorithmus). Damit ist 1 € p;"Z+ p;j Z und wir konnen
den Chinesischen Restsatz anwenden. Dadurch erhalten wir einen Isomorphismus
von Ringen

ZIpV L X -+ X L) pr T —— 7. /mZ

mit m = pi'...pS*. Dies ist insbesondere ein Isomorphismus von Gruppen. Da
Z/mZ zyklisch ist, folgt schlielich, dass H zyklisch ist. O]

Bemerkung. Insbesondere gilt: Fir endliche Korper F ist (F*,-) eine zyklische Gruppe.

Lemma 17.4. Sei F ein endlicher Korper mit |F| = n = p", wobei p eine Primzahl
und r € N ist. Dann ezistiert ein Isomorphismus von Kérpern F = F,[t]/(p(t)), wobei
p(t) € Fp[t] mit deg(p(t)) = r und p(t) | t* —t € F,[t] sowie irreduzibel ist. Umgekehrt
existiert ein solcher Isomorphismus, wenn p(t) soebige Eigenschaften erfillt.

Beweis. (F*,-) ist eine endliche ablesche Gruppe, also nach Satz 17.3 zyklisch mit der
Ordnung n— 1. Folglich existiert ein a € F* mit F* = (a). Insbesondere ist ord(a) = n—1,
also a"™ ! =1 € F* C F. Es gilt sogar 2"~ ! = 1 fiir alle z € (a) = F*. Damit ist jedes
x € F Nullstelle von t" — ¢ € [F,[t]. Da es hochstens n verschiedene Nullstellen gibt und
|F| = n, folgt

F = {Nullstellen von t" —t € F,[t]}

und somit zerfillt " — t tiber F vollstandig in Linearfaktoren. Sei p(t) wie im Lemma
definiert und 0.B.d.A. p(¢) normiert. Da x € F* eine Nullstelle von t" — ¢ ist und p(t)
das Polynom ¢" — ¢ teilt, ist p(t) = m,(t) das Minimalpolynom fiir ein x € F*, weil p(t)
irreduzibel ist. Betrachte nun den Ringhomomorphismus

eve: Fplt] — F

=0 =0

Dieser induziert, weil p(xz) = 0 ist, nach dem HOMOMORPHIESATZ einen Ringhomomor-
phismus
673 Byft]/ (ma(t) — F.

Wir wissen, dass K = F,[t]/(p(t)) ein Kérper ist, weil p(t) irreduzibel ist. Folglich ist
ev,: K — [ injektiv.
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Wir behaupten, dass &v, surjektiv ist. Wir wissen dimg, K = deg(p(t)) = r, da
{1,¢,... tdee®))-1} eine Basis ist. Also gilt |K| = p" = n = [F|. Damit ist ev, eine
injektive Abbildung zwischen endlichen Mengen derselben Kardinalitét, also bijektiv.

Folglich existiert ein F,[t]/(p(t)) — F Kérperisomorphismus fiir alle p(t) wie im
Lemma.

Es bleibt noch zu zeigen, dass ein solches p(t) auch tatséchlich immer existiert; siehe
dazu den Nachtrag zu Beginn der nachsten Vorlesung. O

Bemerkung. Wir betrachten das ® aus Satz 17.1. Lemma 17.4 besagt insbesondere, dass
zwei endliche Korper derselben Kardinalitdt isomorph sind; @ ist also injektiv. Es bleibt
zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist.

Beachte: Sei F wie im Lemma 17.4 definiert. Dann gilt:
1. f(t) =t" —t € F,t] zerfillt in Linearfaktoren tiber F.

2. F=F,(ay,...,a,), wobei ay,...,a, die Nullstellen von f(¢) sind.

18. Zerfallungskorper

Definition 18.1. Sei K ein Korper und f(t) € K[t] mit deg(f(¢)) > 1. Sei L jJ K eine
Korpererweiterung. Dann heifit L (ein) Zerfallungskorper von f(t) tiber K, falls

1. f(t) in Linearfaktoren tiber L zerféllt, es existiert also eine Darstellung

n

f&) =c]I(t—a) (*)

i=1
mit ay,...,a, € L und ¢ € K, und
2. L=K(ay,...,a,) C L mitay,...,a, wie in (*) gilt.

Beispiel 1. Sei f(t) = t* + 1 € R[t]. Dann ist C ein Zerfiallungskorper iiber R, da
f(t) = (t —1i)(t +1), also gilt 1., und R(i, —i) = C, also gilt 2.

Existenz von Zerfiallungskorpern. Sei f(t) € K[t]. Betrachte den algebraischen
Abschluss K von K. Dann existieren ay,...,a, € K und ¢ € K mit f(t) = [, (t — a;).
Setze L := K(ay,...,a,). Dies ist dann ein Zerfillungskorper von f(t) € K|[t], der in K
enthaltene Zerfallungskorper.

[14. Dezember 2017]
[18. Dezember 2017]

Wir wollen spéter noch zeigen:

Satz 18.1. Sei p eine Primzahl und r € N. Dann existiert ein Korper F mit |F| = p".
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Zunéachst noch ein Nachtrag zu Lemma 17.4. Beim dortigen Beweis bleibt noch zu
zeigen, dass ein solches p(t) existiert.

Beweis. Wir wissen:
o [F, C I ist der Primkérper.
o [ ist zyklisch; es existiert also ein a € F* mit F* = (a).
e Fir alle Einheiten x € F* gilt 2™ — x = 0.

Insbesondere teilt m,(t) € F,[t] dann t" — ¢ € F,[t] und es gilt F,(a) = F. Betrachte den
Ringhomomorphismus

eve: Fplt] — F
=0 i=0

Klar ist, dass imev, = F,(a) = F gilt; ev, ist also surjektiv. Nach dem HOMOMORPHIE-
SATZ existiert ein Ringhomomorphismus

v, K =TF,[t]/(ma(t)) — F

mit ev, = &v, o can. ev, ist surjektiv und auch injektiv, da K ein Korper ist. Somit ist
ev, ist ein Isomorphismus von Koérpern.

Insbesondere ist deg(m,(t)) = dimp, K = dimg, F = r. Klar ist, dass m,(t) irreduzibel
ist und ¢™ — ¢ teilt. Folglich ist m,(t) ein gesuchtes Polynom. ]

Definition 18.2. Sei K ein Korper sowie f € K[t] mit f = Y a;t'. Die formale
Ableitung von f(t) ist f'(t) = X ia;t" ! € K[t].

Beispiel 2.
fty=2+22 +1€F)t] = f'(t)=6t>+4t =t € F3]t]
Ubungsblatt: Die formale Ableitung erfiillt die Produktregel (fg) = f'g + f¢'.
Satz 18.2. Sei L | K eine Korpererweiterung sowie f,g € K[t] und g # 0. Dann:
1. Gilt f = hg+r in L[t] mit deg(r) < deg(h), dann gilt auch f = hg +r in K]t].
2. Falls g das Polynom f in L[t] teilt, dann teilt es es auch in K|[t].

3. Die normierten grofiten gemeinsamen Teiler in L[t] und K[t] sind gleich.

Beweis. Da K|t] euklidisch ist, existieren h',7" € K[t] mit f = h'g + r’, wobei deg(r’) <
deg(g). Da L]t] ebenfalls euklidisch ist, existieren eindeutige h,r € L[t] mit f = hg +r
und deg(r) < deg(g). Aus der Eindeutigkeit folgen h = A" und r = /. Also gilt die 1.
Aussage. Die 2. Aussage folgt aus der ersten mit r = 0. Die letzte Aussage bleibt dem
aufmerksamen Leser als Ubung iiberlassen. O]
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Satz 18.3. Sei K ein Kdrper sowie p € K[t] mit p # 0. Sei L ein Zerfillungskérper von
p uber K. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. p hat eine eine mehrfache Nullstelle in L, es existiert also ein a € L mir (t—a)* | p
in Llt].

2. p und p' haben einen gemeinsamen Teiler h(t) € L[t] \ L.
3. p und p’ haben eine gemeinsame Nullstelle.

Beweis.

,1 = 2% Seia € L eine mehrfache Nullstelle von p. Dann ist p = (t—a)?Q(t) = (£*—2at+
a®)Q(t) fiir ein Q(t) € L[t]. Nach der Produktregel ist p/ = 2(t—a)Q(t)+(t—a)*Q'(t).
Damit teilt (¢ — a) sowohl p als auch p'.

»2 = 3“ pund p’ haben einen gemeinsamen Teiler h(t) € L[t] \ L. Da L ein Zerfal-
lungskorper von p ist, existiert ein a € L, welches eine Nullstelle von h(t) ist.
Insbesondere ist a eine gemeinsame Nullstelle von p und p'.

»3 = 1“: Sei a eine gemeinsame Nullstelle von p und p’. Also ist p = (¢t — a)Q(¢) mit
Q(t) € L[t]. Es folgt p’' = Q(t) + (t — a)Q'(t). Da (t — a) das Polynom p’ teilt, muss
also (t —a) auch Q(t) teilen und somit gilt (¢ —a)? | p. Folglich ist a eine mehrfache
Nullstelle von p.

[]

Korollar 18.4. Sei K ein Korper und p € K|[t|\ K irreduzibel. Dann sind dquivalent:
1. p hat eine mehrfache Nullstelle im Zerfdllungskorper.
2. p' =0 (Nullpolynom).
3. Es existiert ein Q € K[t] mit p= Q(t?) mit 0 < p = char K.

Beweis.

»2= 3% Seip=a,t"+---+ ajt + ap mit a,, # 0, n > 1. Mit der Voraussetzung p’ = 0
folgt ja; = 0 fir alle 1 < j < n. Da K aber nullteilerfrei ist, gilt n = 0 in K.
Folglich existiert eine Primzahl ¢ mit ¢ = char K und dann n = gk fiir ein £ € N.
Also ist ja; = 0, falls a; = 0 oder j Vielfaches von p. Das heifit, p = ay + a,t? +
Agpt® + - - + aytP*. Damit ist p = Q(t7), wobei Q(t) = ag + apt + agpt® + . .. apit®.

»3 = 1“: Sei a eine Nullstelle von () in einem Zerfallungskorper L von @Q(t). Dann
ist Q(t) = (t — a)h(t) fir ein h(t) € L[t]; es gilt also p = (» — a)h(t?). Sei b eine
Nullstelle von t? — a, also eine p-te Wurzel von a, in einem algebraischen Abschluss
von K.

Nach der binomischen Formel ,fiir Dumme* erhalten wir p(t) = (# — bP)h(t?) =
(t—0b)Pn(t?). Da p > 2 ist, hat p(t) die mehrfache Nullstelle b in einem algebraischen
Abschluss von K, also auch in dem zugehorigen Zerfallungskorper.
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»,1 = 2% Sei a eine mehrfache Nullstelle von p. Nach Satz 18.3 ist a eine gemeinsame
Nullstelle von p und p’ bzw. p und p" haben einen gemeinsamen Teiler h(t) € L[t]\ L.
Es gilt h(t) # 0, da sonst schon p(t) = 0 im Widerspruch zur Irreduzibilitét von p
ist. Da p irreduzibel ist und deg(h(t)) < deg(p’) < deg(p) im Fall von p’ # 0, ist
damit h(t) eine Einheit im Widerspruch zu h(t) ¢ L. Also ist p’ = 0. O

Definition 18.3. Sei K ein Korper, char K = p. Dann ist Fr: K — K,a +— aP ein
Ringhomomorphismus, der Frobeniushomomorphismus. (Denn Fr(zy) = (xy)? = 2Py? =
Fr(z) Fr(y) und Fr(z +y) = (z + y)? = 2P + y* = Fr(z) + Fr(y) fur alle z,y € K.)

Beweis von Satz 18.1. Sei p(t) =t" —t € F,[t]. Sei L ein Zerfallungskérper von p(t) tiber
F,. Dann ist F,, C L der Primkorper, also char L = p. Betrachte Fr" := Fro---oFr: L — L
als den r-ten Frobeniushomomorphismus. Sei weiterhin

L™ ={zecL|Fr(z)=ay={ovecl|a?” =a}={xcL|as"—2=0}CL.

Man rechnet leicht nach, dass L' C L ein Unterkérper von L ist. Da L ein Zerfallungs-
korper von p(t) = t" — t ist und andererseits alle Nullstellen von " — ¢ schon in L™
liegen, gilt L¥" = L. Daher ist |L| < n, weil t* — t hochstens n verschiedene Nullstellen
hat. Nun reicht es zu zeigen, dass |L| = n.

Wir behaupten, dass t™ —t genau n verschiedene Nullstellen hat; damit ist dann F := L
der gesuchte Korper. Angenommen, es gibt weniger als n verschiedene Nullstellen; dann
existiert eine mehrfache Nullstelle a in L, da L ein Zerfallungskorper ist. Dann gilt aber
p'(a) = 0. Andererseits ist p'(t) = nt" ' — 1 = —1, da n = p" und wir mit Charakteristik
p rechnen. Folglich ist p’ nie 0 und wir erhalten einen Widerspruch. Also hat t" — ¢ genau
n verschiedene Nullstellen. O]

Damit ist der KLASSIFIKATIONSSATZ ENDLICHER KORPER gezeigt.

Korollar 18.5. Der Zerfillungskorper von p(t) = t" —t € F,[t] (mit p,n wie in Satz 18.1)
ist eindeutig bis auf Isomorphie.

Beweis. ®(p") = F ist (ein) Zerfallungskérper von "™ — ¢ und ist eindeutig bis auf
[somorphie von Korpern. O

Allgemeiner ldsst sich der folgende Satz formulieren:

Satz 18.6. Seien K und K' Korper und ¢: K — K’ ein Ringhomomorphismus. Sei
f(t) € K[t]\ K und L bzw. L' Zerfillungskorper von f(t) tiber K bzw. von p.(f) €
K'[t]\ K', wobei

0. K[t] — K'[t]

Falls ¢ ein Isomorphismus ist, dann existiert ein Ringisomorphismus ¢: L — L' mit
Pl = ¢

76



IV. GALOISTHEORIE

Beweis. Wihle den bis auf Isomorphie eindeutigen algebraischen Abschluss K bzw. K’
von K bzw. K’ so, dass K C L C K und K’ C L' C K'. Der FORTSETZUNGSSATZ
sagt uns nun, dass ein Homomorphismus ¢: K — K’ mit @|x = ¢ existiert. Falls ¢ ein
[somorphismus ist, dann ist auch ¢ Isomorphismus von Koérpern.

Andererseits existieren ay,...,a, € K und ¢ € K mit f(t) = c[[;(t — a;) und
damit @(f(t)) = p(c) T (t — &(a;)). Also ist @(a;) fir 1 < i < n eine Nullstelle von
S(f(t)) = @u(f)(t). Damit ist L = K(ay,...,a,), da er ein Zerfallungskorper von K ist,
und wird unter ¢ auf L' = K'($(aq), ..., P(a,)) abgebildet. ¢ ist offensichtlich surjektiv.
Da ¢ automatisch injektiv ist, ist ¢ ein Isomorphismus von Korpern. O]

Satz 18.7 (Eindeutigkeit des Zerféllungskorpers). Sei K ein Kérper und L, L' Zerfdil-
lungskorper von K. Dann existiert ein K-Isomorphismus @: L — L.

Beweis. Wende Satz 18.6 auf K’ = K und ¢ = idg an. O

Folgender Satz ist als Ausblick auf die im néchsten Kapitel erzielt werdenden Ergebnisse
gedacht, da die Galoisgruppe noch nicht offiziell eingefithrt wurde.

Satz 18.8. Sei [F ein endlicher Korper sowie |F| = p" = n. Dann gilt:
o Gal(F J F,) = {¢: F — F | ¢ Ringisomorphismus}.

o Gal(F J F,) = (Z/rZ,+) als Gruppe, erzeugt von Fr. Wir werden zeigen, dass
daraus folgt, dass eine Bijektion (Galoiskorrespondenz) existiert:

{ Untergruppen von Gal(F JF,)} L { Unterkérper von F}
U +— FV={zeF|p)=2VpecU}

[18. Dezember 2017]
[8. Januar 2018]

IV. Galoistheorie

Ziel: Fir eine ,, gute Korpererweiterung L J/ K gibt es eine 1:1-Korrespondenz zwischen
den Untergruppen der Galoisgruppe Gal(L / K) und Zwischenkérpern K C M C L.

19. Normale und separable Korpererweiterungen

Satz 19.1 (Spezialfall der Galoiskorrespondenz). Sei F ein endlicher Korper mit |F| =
n=7p" (p prim). Dann definiere

G = Gal(F JF,) = {¢: F — F Korperisomorphismus, ¢|g, = idp, }.
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Dann existiert eine Bijektion von Mengen

®: { Untergruppen von G = Gal(F/F,)} s {Zwischenkérper F, C M CTF}
H +— FH

wobei F .= {x € F | Vo € H : p(x) = 2} den Fizkdrper beziiglich H bezeichnet.

Bemerkung.

1. FH ist ein Kérper, denn fiir z,y € F gilt fiir alle o € H : p(x+y) = p(x) £o(y) =
z+y, o(zy) = p(x)p(y) = 2y, p(z7!) = p(x)~' =271, Also ist ® wohldefiniert.

2. Aus ¢ € H folgt bereits, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist, da ¢(1) = 1 und
¢|r, = idp, automatisch gelten (wir miissen es also eigentlich gar nicht fordern).

Also G = {p: F — F Korperhomomorphismus} in diesem Fall. Insbesondere ist
Fr: F—F, x+— 2P in G.

Vorbereitung zum Beweis von Satz 19.1:

Lemma 19.2. Sei F ein endlicher Korper mit |F| = n = p” (p prim). Dann ist G =
Gal(F/F,) zyklisch der Ordnung r.

Beweis. Wir wissen (nach der Konstruktion endlicher Korper) F = F,(a) fir ein a € F.
Nach Bemerkung 2 ist ¢ € G festgelegt durch (a). Sei m,(t) € F,[t] das Minimalpolynom
von a.

1. Behauptung: ma(t) = (t — a)(t —a?) ... (t —a?" ). Beweis: spiter. Dabei sind die
Koeffizienten von m,(t) in Fp, also mq(p(a)) = ¢(me(a)) = 0, denn ¢lg, = idg,,
also ist ¢(a) eine Nullstelle von m,(t). Folglich existiert ein s mit 0 < s <r —1
mit ¢(a) = a?". Damit ist ¢ = Fr® (weil eindeutig bestimmt auf a) und G = (Fr) =
{id, Fr, Fx?, ... }.

2. Behauptung: Fr" = idy sowie Fr’ #* Fré fiir 1 <i < 7 <r. Beweis: Ist Fr/ = Fri, SO
folgt Fr' ™" = id, also Fr" = idp fiir ein m < r. Deshalb gilt nun 2?" = 2 und
weiter 2P — x = 0 fiir alle z € F. Damit muss p™ > |F| = p" oder p™ = 1 sein, also
m > r oder m = 0 im Widerspruch zu m < r und @ # j. Aulerdem hatten wir F
als Nullstellen von f(t) = " — t konstruiert. Also gilt fir z € F immer 2" —x =0
(p" =mn), also Fr" = idp.

Damit erhalten wir insgesamt G = {Fr, Fr?, ... Fr" = idg}. Wie behauptet ist G folglich
zyklisch (erzeugt von Fr) der Ordnung r. O

Beweis von Satz 19.1. Sei H < G. Da G zyklisch ist, ist H zyklisch der Ordnung &,
wobei k ein Teiler von 7 ist, also r = km. Damit folgt H = {Fr™ Fr®™ ... Fr" =id}.
Weiter gilt ®(H) =Ff ={x € F |Voe H:p(z) =2} ={z € F | (z) =2} ={r €
F | 27" — 2 = 0}. Nun betrachte f € F,[t], f = t*" —t.
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Injektivitédt: f hat p™ verschiedene Nullstellen in F, da f/ = p™t*"~! — 1 = —1 keine
Nullstellen hat. Damit ist [F¥| = p™ (da m ein Teiler von 7 ist, liegen alle Nullstellen
in F nach Konstruktion von ). Folglich ist ® injektiv.

Surjektivitat: Sei K C IF ein Unterkorper. Dann gilt automatisch F, C K, und K ist ein
[F,-Vektorraum. Somit gilt |K| = p™ fiir ein m < r. Da F auch ein K-Vektorraum
ist, muss m ein Teiler von r sein. Nach der Konstruktion endlicher Korper gilt
2P" — = 0 fiir alle z € K und K besteht genau aus diesen Nullstellen. Es folgt,
dass K = F"" = {z € F | ™ (x) = z}. Damit ist K = ®(H) fir H = (™). O

Satz 19.3. Sei F ein endlicher Kérper mit charF = p. Sei 1 # a € F und r minimal,
sodass a’” = a. Dann gilt:
1. 1,a,d%,....a" " sind paarweise verschieden.
2. ma(t) = (t—a)(t—aP)...(t—a” ') = f(t) € F,[t] Minimalpolynom von a diber
F,. (Damit folgt dann die 2. Behauptung aus dem Beweis von Lemma 19.2)

Beweis.

1. Folgt aus Punkt 2, weil 7 minimal gewahlt wurde.

2. Es gilt m,(t?) = m,(t)? nach der binomischen Formel ,fiir Dumme* Falls nun
z eine Nullstelle von m,(t) ist, so gilt das Gleiche fir zP. Somit ist Menge der
Nullstellen von m,(t) sind stabil unter Frobeniusabbbildung Fr. Also teilt @), =
(t—2)(t—27) ... (t—2*"") dann mg(¢) fiir jede Nullstelle z von my(t), insbesondere
fiir z = a. Deshalb ist Q.—, = f(t) = mq(t), weil m,(¢) minimal mit Nullstelle a
und Leitkoeffizient 1, falls ¢ € F,[t] ist.

Noch zu zeigen: Q(t) € F,[t]. Wir wissen
Q") = Q)" (*)

Somit mit (*): b; = Fr(b;) fur alle i. Nach Konstruktion endlicher Kérper ist
dadurch b; € F,, fiir alle ¢ > 0, womit wir schlielich Q(t) € F,[t] erhalten. O

Wir rufen uns an dieser Stelle die Definition einer einfachen Korpererweiterungen ins
Gedéchtnis (siehe Definition 14.5).

Definition 19.1. L // K heifit einfach, falls ein a € L existiert, sodass L = K(a) gilt.

Satz 19.4. Sei K(a) /| K eine einfache, algebraische Korpererweiterung und M J| K eine
beliebige Korpererweiterung. Dann

{ K -Homomorphismen ¢: K(a) — M} = {Nullstellen von ma(t) € K[t] in M}
p o yla)

FEs ezistiert also zu jeder Nullstelle z € M von m,(t) genau ein K-Homomorphismus
v: K(a) — M mit ¢(a) = z.

79



IV. GALOISTHEORIE

Beweis.

Wohldefiniertheit: Sei ¢: K(a) — M ein K-Homomorphismus, ¢(a) = z. Dann folgt
ma(2) = ma(p(a)) = p(ma(a)) = 0.

Injektivitat: ¢ ist eindeutig bestimmt durch ¢(a), weil ¢ ein Kérperhomomorphismus
mit ¢|x = idg ist.

Surjektivitit: Sei z € M eine Nullstelle von m,(t). Betrachte den Ringhomomorphismus
ev,: K[t] — M
f) — f(2).
Da z eine Nullstelle von m,(t) ist, induziert ev, einen Ringhomomorphismus
ev: K[t]/(ma(t)) — M,

wobei 3: K[t]/(m.(t)) = K(a) C K, K(a) J K algebraisch und &v, ein Kor-
perhomomorphismus mit &v, o 3| = idx nach Konstruktion ist. Man setze nun
p==ev,of und ¢(a) =ev, o f(a) =ev,(t) = z. O

Korollar 19.5. Sei K Korper sowie f € K[t|. Dann ist der Zerfillungskorper von f
eindeutig bis auf K-Isomorphismus.

Beweis. Ubung. O]

Definition 19.2. Eine Korpererweiterung L / K heiit normal, falls sie algebraisch ist
und falls irreduzible f € K[t] in Linearfaktoren iiber L zerfallen, wenn f eine Nullstelle
in L hat.

Beispiel 1.
1. Q(v/2) / Q normal (Ubung)
2. Q(v/2) / Q ist nicht normal, denn betrachte f = > — 2. Es gilt Q(v/2) C R und f

2mi

hat Nullstellen /2 € Q(4/2) und /2¢, v/2¢% ¢ R, mit £ = e5 .

Satz 19.6 (Charakterisierung von Normalitit). Sei L J/ K eine endliche Kérpererweite-
rung. Dann sind dquivalent:

1. L /| K ist normal.
2. L ist Zerfillungskdrper eines Polynoms f € K]t].

3. Sei M || K eine Korpererweiterungen . Dann haben alle Kérperhomomorphismen
p: L — M, die die Inklusion K — M fortsetzen, dasselbe Bild; das folgende
Diagramm kommutiert also.
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Y oM

%

[8. Januar 2018]
[11. Januar 2018]

Beweis.

1=2: Sei L =K(ay,...,a,) fir gewisse ay,...,a, € L. Wir betrachten das Minimal-
polynom my, (t) € K[t] von a;. Sei f(t) :=mg, (t)...mg, (t) € K[t]. Jedes m,, hat
eine Nullstelle in L, namlich z.B. a;. Da L / K normal ist, sind alle Nullstellen von
mg, (t) in L fir 1 < i < n, weil my, (t) irreduzibel. Damit sind alle Nullstellen von
f(t) in L und somit ist L Zerfallungskorper von f(t).

2 = 3: Ist L Zerfallungskorper von f(t) € K|[t], so gilt L = K(a4,...,a,) mit den a; als

Nullstellen von f(t). Seien ¢;: L — M zwei K-Homomorphismen mit j = 1,2 wie
in 3. Es ist im ¢; = im (o zu zeigen.
Es ist ¢;(a;) eine Nullstelle von f(t). Da die Nullstelle eindeutig ist, gilt nach
Satz 19.4 {¢1(a;) | 1 <i < n} = {p2(a;) | 1 <i < n}. Da dadurch ¢; und ¢
durch p|x = id und ¢(a;) fir 1 < i < n bereits eindeutig bestimmt sind, folgt
im ; = im (ps.

3= 1: Sei f(t) € K|[t] irreduzibel. Sei z € L eine Nullstelle von f(t). Fiir die Normalitét
von L /| K ist zu zeigen, dass alle Nullstellen von f(¢) in L liegen. Nach Voraussetzung
gilt L = K(by,...,b,) fiir gewisse b; € L. Sei M /| L eine Korpererweiterung,
sodass my, (t),...,mp, (t) € K[t] (die Minimalpolynome der b;) iiber M vollstéindig
zerfallen. Sei 2’ eine weitere Nullstelle von f(t). Betrachte

K(z) == M

]

K

wobei K <« K(z) und K < M Inklusionen sind und ¢ ein K-Homomorphismus
mit p(z) = 2’ ist, welcher nach Satz 19.4 existiert.

Deshalb existiert ein ¢: L — M mit @|x(.) = ¢, weil L J/ K endlich, also algebraisch
ist und damit auch L J K (z) algebraisch ist. Offensichtlich gilt ¢(z) = z’. Nun liegt
jede Nullstelle von f(t) im Bild von ¢. Nach Voraussetzung liegt jede Nullstelle
von f(t) dann schon im Bild jedes K-Homomorphismus L — M insbesondere also
in L; man nehme etwa id; mit imid; = L. O

Bemerkung. Man kann statt L / K endlich auch nur L / K algebraisch fordern und 2
ersetzen durch: ,, L ist Zerfallungskorper iber K (d.h. alle f(t) € K|t] zerfallen tiber L)
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Letzterer existiert und ist gegeben durch den Zwischenkérper K € M C K, welcher
von allen Nullstellen der Polynome in K|[t] erzeugt ist. Wie vorher fiir Zerfallungskérper
von Polynomen kann man zeigen, dass obiger Zerfillungskorper eindeutig bis auf K-
Isomorphie ist.

Zum Beweis dieser alternativen Formulierung des Satzes siche Ubungsblatt 12.

Satz 19.7. Sei L ) K eine endliche Korpererweiterung. Dann existiert eine endliche
Kérpererweiterung M )| L, sodass M || K normal ist.

Korollar 19.8. Sei L | K eine Korpererweiterung und K C M C L ein Zwischenkérper
mit M J) K normal (und endlich, wobei man das nach obiger Bemerkung auch weglassen
kann). Sei ¢: M — L ein K-Homomorphismus. Dann ist o(M) = M.

Beweis. Betrachte die K-Homomorphismen M % L und M 4 M CL DaM J K
normal ist, gilt nach Satz 19.6 im ¢ = im(idy ) = M. O

Beweis von Satz 19.7. Da L J K endlich ist, gilt L = K(ay,...,a,) fir gewisse
ai,...,a, € L. Sei f(t) = mg, (t)...mg,(t) € K[t] mit m,,(t) als Minimalpolynom
von a; fir 1 <i < n. Sei M Zerféllungskorper von f(t) iiber L, also auch Zerfallungs-
kérper von f(t) iiber K. Nach Satz 19.6 ist M / K normal.Es bleibt zu zeigen, dass
M JJ K endlich ist. Wir behaupten, dass [M : K] < deg(f(t)). Damit folgt der Satz; die
Behauptung folgt aus Lemma 19.9. O

Lemma 19.9. Sei K ein Korper, f(t) € K[t], und L Zerfallungskérper von f(t). Dann
gilt [L : K] < (deg(f(t)))!-

Beweis. Sei L = K(by,...,b,), wobei b; die (verschiedenen) Nullstellen von f(t¢) sind. Sei
weiterhin m;, das Minimalpolynom von b; fir 1 < ¢ < n. Insbesondere teilt my, (¢) das
f(t), also gilt [K(b;) : K| = degmy,(t) < deg f(t). Es gilt [L : K] = [L : K(b1)][K(b1) :
K]. Da L = K(by)(ba,...,b,) Zerfallungskorper von f(t)/(t — by) ist, folgt induktiv
(L2 K(b)][K(by) : K] < (deg(f(2)/(t = br))! - deg(f(#)) = (deg(f(1)))! O

Bemerkung. Sei L // K eine normale Korpererweiterung und X C M C L ein Zwi-
schenkorper. Dann ist L eine normale Hiille von M // K, falls es keinen Zwischenkorper
M C N C L mit N/ K normal gibt. L ist also der kleinste Korper, der M enthélt
und normal tber K ist. Man kann zeigen, dass die normale Hiille eindeutig bis auf
K-Isomorphie ist.

Definition 19.3. Sei L // K eine algebraische Koérpererweiterung.
1. f(t) € K[t] heifit separabel, falls f(t) keine mehrfachen Nullstellen in K hat.
2. a € L heifit separabel, falls das Minimalpolynom von a separabel ist.

3. L J/ K heiit separabel, falls jedes a € L separabel ist.

Definition 19.4. Ein Kérper K heifit perfekt, falls char K = 0 oder char K = p > 0 und
dann der Frobenius-Homomorphimus surjektiv ist.
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Beispiel 2. Jeder endliche Korper F ist perfekt, da Fr: F — T injektiv, da F ein Koérper
ist, und damit bijektiv ist, weil |F| < oco.

Beispiel 3.
1. Jedes irreduzible Polynom f(t) € K[t] mit char K = 0 ist separabel.

2. Betrachte F,(x) / F,(«?) mit = transzendent iiber F,. Sei f(t) = t? — ¥ € F,(a?)[t].
Dann ist f(t) irreduzibel (nachpriifen!), aber zerféllt iiber F,(z) und hat mehrfache
Nullstellen, da t? — 2P = (t — x)P.

Satz 19.10. Jede algebraische Erweiterung L || K iber einem perfekten Korper K ist
separabel.

Beweis.

char K = 0: Sei a € L und m,(t) € K[t] das zugehorige (irreduzible) Minimalpolynom.
Nach Beispiel 3 hat m,(t) keine mehrfachen Nullstellen, also ist a separabel tber
K. Da a beliebig gewahlt war, ist L separabel iiber K.

char K =p > 0: Sei a € L und m,(t) € K[t] das zugehorige Minimalpolynom. Wir
nehmen an, m,(t) habe eine mehrfache Nullstelle. Mit Korollar 18.4 folgt m/,(¢) = 0,
my(t) = Q) fir ein Q(t) € K[t]. Sei Q(t) = X1, bit" € K|[t]. Weil K perfekt ist,
existieren ay, ..., a, mit a¥ = b;. Dann folgt (X1, a;it))’ = X1, bi(tP)! = Q(tP) =
mq(t). Das ist ein Widerspruch zur Irreduzibilitat von m,(t); folglich hat m,(t)
keine mehrfachen Nullstellen. Damit ist a separabel iber K fur allea € L; L | K
ist folglich separabel. m

Definition 19.5. Sei L J/ K eine algebraische Korpererweiterung. Wir definieren
[L: Klsep = |{¢: L — K | ¢ K-Homomorphismus}|
als den Separabilitdtsgrad von L K.
Bemerkung.
1. Der Separabilititsgrad ist unabhingig von der Wahl von K.

2. Seien L; J/ K und L, J K Korpererweiterungen und sei ¢: L1 — Ly ein K-
Isomorphismus. Dann gilt [Ly : Klsep = [L2 : Ksep-

3. Wir nennen Elemente a € L fiir eine Korpererweiterung L / K inseparabel, falls a
nicht separabel ist.

Lemma 19.11. Sei L | K eine algebraische endliche Korpererweiterung. Dann gilt

[L: Klsep < [L: K].
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Beweis. Sei L = K(ay,...,a,) fir gewisse a,...,a, € L. Sei Ly = K und sei L; =
K(ay,...,a;), also L; = L;_1(a;). Wir wissen, dass fir eine einfache algebraische Erwei-
terung M (a) / M fir einen Kérper M nach Satz 19.4

[M(a) : Mwp = {0 M(a) = M

¢ M-Homo,
deg p<degma(t)EM]t]

gilt, wobei degm,(t) = [M(a) : M]. Wir erhalten [L : Klwp = [T1o1[Li * Li—i]sep <

H?:l[Li . Lifl] = [L : K] ]
Lemma 19.12 (Transitivitat). Seien Ly ) Ly und Lo J| Ly Korpererweiterungen. Dann
qilt

[Ll : L3]sep = [Ll : L2]sep . [L2 : L3]sep~
Beweis. Siehe Ubungsblatt 12. O

Bemerkung. Sei L J/ K eine endliche, normale Korpererweiterung. Dann ist ¢(L) = L fir
jeden K-Homomorphismus nach Korollar 19.8. Also gilt

[L: Klsep = [{¢: L — L K-Homomorphismus} = | Autx(L)|,

weil jeder Homomorphismus injektiv und wegen der Endlichkeit von dim, K sogar bijektiv
ist.

[11. Januar 2018]
[15. Januar 2018]

Lemma 19.13 (Charakterisierung von Separabilitat). Sei L J K eine algebraische
Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. L JJ K ist separabel.

2. L wird (iber K ) von separablen Elementen erzeugt.

3. Fir jeden Zwischenkorper K C M C L gilt [M : Klsp = [M : K.
Fualls L ) K endlich ist, ist 3. daquivalent zu

37 [L: Klsep = [L: K.
Beweis. Sei zunachst L J/ K endlich.

3 < 30 Es gilt in beiden Féllen [L : K], = [L : K]. Sei M ein Zwischenkérper von L
und K. Dann gilt [L : Mg, < [L: M] und [M : Klsep < [M : K]; nach Transitivat
(Lemma 19.12) gilt jeweils Gleichheit, also folgt 3.

Ab jetzt sei L J/ K nicht mehr notwendigerweise endlich.

1=2: v
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2 = 3: Betrachte a € L. Dann folgt daraus, dass a separabel tiber K ist, auch, dass a
separabel tiber M ist. Denn myg p(t) € Mt] teilt m, k() € K[t] C M[t] (das sind
jeweils die Minimalpolynome von a iiber den entsprechenden Kérpern).
Betrachte nun zunéchst doch wieder L / K endlich. Sei L = K(ay,...,a,) mit
separablen ay,...,a, € L. Setze Ly := K, L; = K(ay,...,a;); insbesondere L; =
L;_1(a;), wobei a; separabel tiber L;_; ist. Daraus folgt [L; = L;_1(a;) : Li—1]sep =
[L; : L;—1] und nach Transitivitdt (Lemma 19.12) erhalten wir [L : Kls, = [L : K.
Daraus folgt 3’ und damit fiir endliche Korper 3.

Jetzt L jJ K beliebig (aber algebraisch). Betrachte zwei Falle:

e Falls M // K endlich ist, existieren algebraische und separable ay,...,a, € L
mit M C K(ay,...,a,). Damit konnen wir K (ay,...,a,) betrachten und mit
unserer Voriiberlegung folgt die Aussage.

e Falls M // K nicht endlich ist, so gilt: [M : Klsep = [M @ M']sep[M' : Klgep flir
jeden Zwischenkorper K C M’ C M, also insbesondere fiir solche mit M’ | K
endlich. Also erhalten wir

(M Klsep > [M': Klsep = [M' : K]

fur jeden endlichen Zwischenkérper M’. Da man [M’ : K] beliebig grof§ wihlen
kann, folgt [M : Kls, = 0o = [M : K]. Damit folgt 3.

3= 1: Seia € L und M := K(a). Nach Voraussetzung ist [K(a) : Klsp = [K(a) : K],
was dquivalent zur Separabilitiat von a iiber K ist. Da a beliebig ist, ist L | K
separabel, also folgt 1. O

Satz 19.14 (Satz vom primitiven Element). Sei L | K eine endliche, separable Kor-
pererweiterung. Dann existiert ein a € L mit L = K(a). Man nennt a dann primitives
Element.

Beweis. Da L /| K endlich ist, reicht es zu zeigen, dass fiir alle z,y € L ein a € L existiert,
sodass K(z,y) = K(a) gilt.

Fall 1: |K| < oo: Da K ein endlicher Kérper ist, ist L endlicher Kérper, da L/ K endlich
ist. Auch K(x,y) ist ein endlicher Korper. Folglich ist K(z,y)* eine zyklische
Gruppe (Eigenschaft endlicher Korper), also erzeugt als Gruppe von einem Element,
sagen wir c. Es folgt K(x,y) = K(c) (als Korper). Wir setzen a =: c.

Fall 2: |[K| = c0: Sei N = K(z,y) und K der algebraische Abschluss von K. Sei
[N : Klsep = m und {¢1,...,0m} = {¥: N - K | ¢ K-Homomorphismus}. Es
gilt [N : K]ep = [N : K] nach Lemma 19.13. Sei

f=11((ei(x) = ¢j(x)) + (ily) — i ())t) € K[t]

1<j

Falls 1 <1 # j <m, so gilt p(x) # ¢;(z) oder ¢;(y) # ¢;(y), da ¢; und ¢; bereits
eindeutig durch ihre Werte auf  und y bestimmt sind.
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Somit folgt f # 0. Da |K| unendlich ist, existiert ein ¢ € K mit f(c) # 0. Fur
i < j gilt also (pi(x) — ;(y)) + (i(y) — ¢;(y))c # 0. Damit folgt ¢;(z) + cpi(y) #
w;i(z) + cpj(y) fur i # j. Da ¢ € K ist, gilt pi(c) = ¢,(c) = c. Damit folgt
i(z4cy) # pj(z+cy), da @; und p; Korperhomomorphismen sind. Setze a := z+-cy.
Dann sind die ¢;(a) fiir 1 < i < m paarweise verschieden. Die ;(a) sind Nullstellen
von mg(t) € K|t]. Folglich gilt

[K(a) : K] =degmgy(t) >m=[L: K|=[L:K(a)|[K(a): K]

also [L : K(a)] =1 und damit L = K(a). O

20. Galoisgruppen
Definition 20.1. Sei L / K eine Korpererweiterung. Dann ist

Gal(L ) K) :=={¢: L — L | ¢ K-Isomorphismus}

die Galoisgruppe von L / K. Das ist eine Gruppe beziiglich der Komposition von
Abbildungen.

Lemma 20.1. Gal(L | K) C A :={yp: L — L | ¢ K-Homomorphismus}. Ist L || K
algebraisch, dann gilt sogar Gleichheit.

Beweis. Falls L J/ K endlich ist, ist fiir ¢ € A die Abbildung ¢ injektiv und, da L / K
endlich ist, bijektiv.

Falls L // K nicht endlich, aber algebraisch ist, betrachten wir @ € L und das zugehérige
Minimalpolynom m,(t) € K[t]. Dann ist ¢(a) Nullstelle von m,(t) fiir alle p € A. Sei

L' = K({Nullstelle von m,(t) in L}) C L.

Esgilt a € L, p(a) € L' fur alle p € A, p: L’ — L' und (L) = L', weil ¢ Nullstellen
permutiert. Folglich existiert ein Urbild von a unter ¢; damit ist ¢ € A surjektiv und
automatisch auch injektiv. Also ist ¢ bijektiv und ¢ € Gal(L J K). m

Definition 20.2. Sei GG eine Gruppe, X eine Menge und G O X eine Operation von G
auf X. Diese heifit

1. treu, falls (Vx € X : g.x = z) = g = e gilt.
2. transitiv, falls Vz,y € X : 9g € G : g.x = y gilt.

Satz 20.2. Sei K Korper und f € K|t| irreduzibel. Sei L Zerfdllungskérper von f tiber
K. Dann operiert G := Gal(L | K) auf X := {Nullstellen von f in L} treu und transitiv
durch p.x = @(x) fir ¢ € G,x € X.

Beweis.
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Wohldefiniertheit der Operation: Fiir y € X gilt p(y) € X fiir alle ¢ € G, also ist .y
wohldefiniert. Seien ¢1, v € G sowie x € X beliebig. Dann gilt sowohl (¢10¢s).z =
(pro@a)(x) = p1(p2(x)) = v1.(p2.z) als auch e.x = idy, .z = id,(z) = z; G operiert
also tatsachlich auf X.

treu: Sei ¢ € G. Da L = K(ay,...,a,) mit a; als den Nullstellen von f gilt, folgt aus
Ve e X :px=zdann V1 < i <n:p(a;) = a;. Daaber ¢ € G durch ¢(q;) fir
1 <7 < n bereits eindeutig bestimmt ist, ist also ¢ = id; =e.

transitiv: Seien z,y € X. Dann existiert genau ein K-Homomorphismus ¢: K (z) — K
mit p(z) = y. Nach dem Fortsetzungssatz existiert genau ein K-Homomorphismus
¢: L — K mit §|gu) = ¢. Da L ein Zerfallungskorper, also L / K normal ist,
ist (L) = L und somit existiert genau ein K-Homomorphismus ¢: L — L mit
¢(x) = y. Daraus folgt p.x = y.

O

Bemerkung. Hat f genau n Nullstellen (in L), so gilt

Gal(L J K) < S, = {Permutationen der Nullstellen von f}.

21. Galoiserweiterungen

Definition 21.1. Eine Kérpererweiterung L // K heifit Galoiserweiterung, falls sie normal
und separabel ist.
In diesem Fall gilt nach Lemma 20.1

Gal(L ) K) =Aut(L | K) ={y¢: L — L | ¢ K-Homomorphismus}.
Satz 21.1 (Galoiserweiterungen). Sei L J K endlich. Dann sind dquivalent:
1. L )] K ist galois.
2. [L:K]=|Gal(L ) K)|
3. K =LCEIK) = frc L|VpeGal(L | K): p(x) =2}
4. Fir alle a € L ist

ma(t) = H(t - b)

beGal(L/K).a

[15. Januar 2018]
[18. Januar 2018]

Beweis. Wir setzen G := Gal(L J| K).
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1 = 2: Sei L/ K galois, also insbesondere separabel. Dann folgt nach der CHARAK-
TERISIERUNG VON SEPARABILITAT: [L : Klwp = [L : K]|. Deshalb gilt mit der
Definition des Separabilitiatsgrad und aufgrund der Normalitét von L J/ K bereits

[L:K]=[L:Kswp={¢: L — K | ¢ K-Homomorphismus}|
= |{¢: L — L | ¢ K-Homomorphismus}|
= |Gal(L ) K)|.

2 = 3: Offensichtlich ist K C LY C L ein Zwischenkorper. Dabei gilt nun die Unglei-
chungskette

[L: L% > |{¢: L — L | L°Homomorphismus}| = | Gal(L J L°)|
> |G = [L: K] = [L: 1),

wobei die erste Ungleichung dem aufmerksamen Leser als Ubung iiberlassen bleibt.
Da nun iiberall Gleichheit folgt, gilt [L : L¢] = [L : K] und somit K = L.

3 = 4: Sei a € L. Dann ist a Nullstelle des Minimalpolynoms m,(t) € K[t] von a, und
damit auch ¢(a) fir alle ¢ € G. Also teilt

ft) =11 -0
beG.a={p(a)|lpeG}
dann m,(t) € L[t]. Sei f(t) = Yisocit’. Fir ¢ € G definieren wir ¢,(f) =
Yizop(ci)t'. Andererseits ist @.(f) = [lheg.a(t — ©(b)) = [lpeca(t —b) = f. Also
muss ¢(c;) = ¢; fiir alle i gelten (und zwar fiir alle ¢ € G). Damit ist ¢; € LY fiir
alle 7; nach Voraussetzung gilt f € K[t]; m,(t) teilt folglich f(¢). Insgesamt gilt
daher m,(t) = f(t).

4 = 1: Fir alle a in L zerféllt m,(t) nach Voraussetzung in Linearfaktoren tiber L und
hat keine mehrfachen Nullstellen. Also ist L / K separabel.

Sei nun f € K|[t] irreduzibel. Sei f(a) = 0 fir ein @ € L. Da f irreduzibel ist und
f(a) =0, ist f =em,(t) mit ¢ € K*. Da m,(t) tiber L in Linearfaktoren zerfallt,
zerfallt auch f; L/ K ist also normal. Damit ist L / K galois. O

Beispiel 1 (Berechnung der Galoisgruppe). Sei L der Zerfallungskérper von f(t) =
t3 —2 € Q[t]. Sei K := Q. f hat 3 Nullstellen in L, nidmlich /2, ¥/2¢, v/2¢?, wobei
¢ = e’ Man beachte Q[¥/2] C R. Nach Satz 20.2 ist Gal(L / K) C Ss. Nun betrachte
den surjektiven Ringhomomorphismus

Er induziert einen Ringhomomorphismus &v: Q[t]/(t* — 2) — Q(+4/2) nach Homomor-
phiesazt, welcher nachwievor surjektiv ist. Da t3 — 2 irreduzibel ist, ist Q[t]/(t3 — 2)
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ein Korper. Damit ist ev injektiv, also bijektiv und damit ein Koérperisomorphismus.
Folglich ist [Q(V/2) : Q] = degmyg(t) = 3. Aber L enthilt echte komplexe Zahlen,
also [L : Q(+/2)] > 1. Das heift, dass [L : Q] = [L : Q(v/2)][Q(+/2) : Q] > 2-3 = 6.
Da L Zerfallungskorper von f iiber K ist, ist L / K also normal und separabel, da
char Q = 0 (und L j/ K algebraisch) ist. Insgesamt ist L / K galois, und mit Satz 21.1
folgt 6 < [L: K] =|Gal(L J K)| <6, also | Gal(L J/ K)| = 6 und damit Gal(L J K) = Ss.

22. Galoiskorrespondenz

Satz 22.1 (Galoiskorrespondenz). Sei L J/ K eine endliche Galoiserweiterung. Wir setzen
G = Gal(L /) K). Dann existiert eine Bijektion

&: { Untergruppen H < G} —2— {Zwischenkirper K C M C L}
H +— L":={xelL|Vpec Hp(x)=ux}
{geG|VYme M :g(m)=m} = Hy +— M.

Dabei entsprechen normale Untergruppen N <1 G genau den Zwischenkorpern K C M C L
mit M || K normal. In diesem Fall gilt dann Gal(M ) K) = G/N.

Bemerkung. ® ist vertriglich mit Inklusion in folgender Weise: Sind Hy, H, < G, so gilt
H, CHy, <= ®(H)) 2 P(H,).

Zum Beweis benotigen wir den folgenden

Satz 22.2. Sei L ein Korper sowie G eine endliche Gruppe mit G C {¢: L — L |
¢ Korperisomorphismus}. Dann ist L || LY galois und es gilt Gal(L J/ LY) = G.

Beweis. Sei K := L¢ und n = |G|. Sei nun a € L. Dann ist X := {¢(a)|e € G} eine
endliche Menge, da |G| endlich ist. Betrachte f := f, := [Liex(t — b). Jedes ¢ € G
definiert eine injektive Abbildung ¢: X — X, welche aufgrund der Endlichkeit von X
schon bijektiv ist. Weiterhin sei @.(f) := [Tpex (t — ¢@(b)) = [Tyex(t — b) = f, weshalb
f € LY[t] = Kt] gilt. Somit ist a Nullstelle von f, f separabel (iiber K) und es liegen
alle Nullstellen von f in L; L ist also Zerfallungskorper von allen f, mit a € L.

Nach der CHARAKTERISIERUNG VON NORMALITAT bzw. der nachfolgenden Bemerkung
ist L / K normal und nach Konstruktion separabel. Also ist L J K = L J/ L¢ galois.

Es bleibt G = Gal(L J/ LY) zu zeigen. Dabei ist die Inklusion G C Gal(L J/ LY)
trivial. Weiterhin wissen wir, dass [K(a) : K] < n ist, da f, von m,(t) geteilt wird
und somit [K(a) : K] = degmq(t) > deg f, > |G| = n gilt. Andererseits haben wir
n=|G| <|Gal(L J LY)| = [L: L¢] = [L : K] < n. Folglich gilt iiberall Gleichheit und
|G| = | Gal(L J K)|, woraus G = Gal(L J/ K) folgt. O

Nun folgt der

Beweis der ?7?. Sei zunédchst G = Gal(L J/ K). Der aufmerksame Leser priift geschwind
nach, dass fur eine Galoiserweiterung L / K die Kérpererweiterungen L J/ M galois fiir
alle Zwischenkorper K C M C L sind. Sei V: M — Hj; wie im Satz definiert.
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® oWV =id: Sei M ein Zwischenkorper von K und L. Dann gilt ®(V(M)) = &(Hy) =
d({g e G|Vm e M : g(m) =m}) = &Gal(L J M)) = LEEIM) = M nach
Satz 22.2, weil |G| und damit auch | Gal(L J M)| endlich ist.

Uod =id: Sei H< G. Dann gilt U(®(H)) = V(L?) = Hpw mit Hyn = {g € G|V €
LH : g(x) =z} = Gal(L J L") = H nach Satz 22.2.

Also ist @ tatsichlich eine Bijektion.
Es bleibt die Korrespondenz zwischen normalen Untergruppen und normalen Korperer-

weiterungen zu zeigen. Dazu beweisen wir zundchst, dass fiir alle g € Gal(L / K) dann
g(LT) = L9 fir H < @ gilt.

,C“ Sei x € g(L*). Dann existiert ein y € L mit o = g(y). Fiir alle p € H gilt

(y) =y, weshalb (gopo g7h)(x) = g(e(g} () = 9(e(y)) = 9(y) = = fiir alle
¢ € H gilt. Das bedeutet aber gerade x € L9

L% Seizin L9M9"; es gilt also (gogog)(z) = x fiir alle p € H, und damit g~ (z) =
(g~ (z)) fiir alle ¢ € H. Setzt man y := g~ 1(z) € L, so ist x = g(y) € g(L%).

Sei H < G. Dann ist L? J K genau dann normal, wenn fiir alle a € L die Nullstellen
von my(t) in K[t] enthalten sind. Das ist genau dann der Fall, wenn g(a) € L¥ fiir alle
a € L7 und g € G gilt, weil G transitiv auf den Nullstellen operiert. Aquivalent dazu
ist (L) = L fiir alle g € G, weil [L : K] endlich ist. Nach der Vorbemerkung wissen
wir nun aber, dass genau dann L7 = L9797 also H = gHg ™! fir alle g € G gilt, da @
bijektiv ist. Das bedeutet aber gerade, dass H < G ein Normalteiler ist.

Schlielich zeigen wir Gal(L¥ ) K) = G/H fir H < G. Da L J/ K nach Voraussetzung
separabel ist, ist insbesondere L J/ K separabel. Da H <1 G gilt, folgt nach dem vorherigen
Absatz g(L) = L fiir alle g € G, wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung

res: G — Gal(L? | K)
g — Yl

res ist offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus mit
kerres = {g € Gal(L ) K) | g|lpn = idpu} = U(L") = H.

Wir erhalten also einen induzierten Gruppenhomomorphismus tes: G/H — Gal(L? | K),
der nach Konstruktion injektiv ist. AuBerdem ist |Gal(L¥ ) K)| = [L¥ : K] nach
Satz 21.1 und [L : K] = [L : LY][L¥ : K], wobei [L : K] = |G| nach Satz 21.1 und
[L : L] = |H| nach Satz 22.2; folglich muss [L¥ : K] = |G/H]| gelten. Also ist Tes ein
Gruppenisomorphismus zwischen G/H und Gal(L? | K). O

[18. Januar 2018]
[22. Januar 2018]

Beispiel 1.
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e Sei C/R eine Galoiserweiterung vom Grad [C : R] = 2. Dann gilt G = Gal(C/R).
Nach Satz 21.1 ist |G| =2 = G = Z/2Z.

o [ = (t*—2)(t* —3) € Qt], L sei der Zerfillungskorper von f. Behauptung:
L = Q(v/2,v/3) hat Basis itber Q: 1,v/2,/3,v/6 (Ubung).

23. Fundamentalsatz der Algebra

Wir wollen nun die Galoiskorrespondenz verwenden, um den FUNDAMENTALSATZ DER
ALGEBRA mithilfe des Zwischenwertsatzes aus der Analysis zu beweisen.

Satz 23.1 (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Sei L /| C endliche algebraische Korpererweiterung. Es ist L = C zu zeigen. Da
L J/ C endlich ist, ist L /R ebenfalls endlich. Weil char R = 0 ist, ist L /R separabel. Nach
Satz 19.7 konnen wir L /R als normal voraussetzen. Damit ist L /R eine Galoiserweiterung.

Sei G := Gal(L J/ R) und S C G eine 2-Sylowgruppe. L° J/ R ist eine endliche,
algebraische Kérpererweiterung. AuBerdem gilt [L : R] = [L : L°][L® : R], wobei
[L : R] = |G| nach Satz 21.1 und [L : L°] = |S| nach Satz 22.2, da S C G eine
Untergruppe der endlichen Gruppe G ist. Nach Satz 22.2 ist L / L auBerdem galois.
Nun ist S aber eine 2-Sylowgrppe; folglich ist [L° : R] ungerade. Nach dem SATZ
VOM PRIMITIVEN ELEMENT folgt L° = R(a) mit deg(my(t)) ungerade (m,(t) € R[t]).
Da m,(t) ungeraden Grad hat, hat m,(t) nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine
Nullstelle in R. Daraus folgt deg(m,(t)) = 1, weil m,(t) € R[t] irreduzibel ist. Damit
ist L® = R und G = S insbesondere 2-Gruppe. Da G nun eine 2-Gruppe ist, existiert
nach Satz 6.2 eine Normalreihe {¢} =Gy C G; C Gy, C--- C G, =G = Gal(L J/ R) von
Untergruppen mit r € N, sodass G;/G,;_1 = Z/27 fir alle 1 <i < r gilt.

Mit der ?? erhalten wir eine Sequenz von Korpererweiterungen L = Li¢} D L& D
LG D ... D L% = L% = R, wobei die letzte Gleichheit aus Satz 21.1 folgt. Setze
L% = L;. Damit ist L; // L1 galois mit der Galoisgruppe G 1/G; nach der Korrespondenz
von Normalteilern. Insgesamt erhalten wir L also aus R sukzessive durch endlich viele
Koérpererweiterungen von Grad 2.

Aber jede Korpererweiterung vom Grad 2 ist durch Adjunktion eines Elementes a
mit deg(m,(t)) = 2 gegeben. Wir wissen, dass jedes quadratische Polynom in C[¢] eine
Nullstelle (sogar 2) in C hat. Folglich kann C nicht durch quadratische Erweiterungen
echt vergroBert werden. Damit ist L = C (starte mit R C C = L% 1), O

24. Zyklotomische Korper

Sei n € Z-o und K ein Korper. Betrachte f = t" — 1 € K]Jt]. Frage: Was ist der
Zerfallungskorper L von f7

Im Fall K = C sind die Nullstellen von f genau die n-ten Einheitswurzeln in C.
Fir K = R gilt also L = R({C | ¢ n-te Einheitswurzel}) C R = C. Der Fall K = Q
funktioniert genauso. Was passiert fiir Kérper K mit char K = p > 07
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Falls char K = p > 0 und n = p*m mit p{m, dann f =" — 1 =" — 1 = (t™ — 1)7".
Wir sehen: Der Zerfallungskorper von f entspricht dem Zerfallungskorper von t™ — 1. Sei
nun o0.B.d.A.

char K = 0 oder (char K = p und p{n) (*)

1. Behauptung: f =t" —1 € K[t| mit (*) ist separabel.

Beweis. Der Fall char K = 0 ist trivial. Sei also char K = p mit p { n. Es gilt
f'=nt""! € K[t] hat mit (2) nur 0 als Nullstelle; f somit hat keine mehrfachen
Nullstellen. O

Sei nun Z = {2, ..., z,} die Menge der Nullstellen von f € K[t] in K.
2. Behauptung: Z C K * ist eine zyklische Untergrupe.
Beweis. Offensichtlichist e = 1 € Z. Sind z;, z; € Z, so folgt (z;2;)"—1 = 2727 —1 =
1-1-1=0,alsoist z;z; € Z; und es gilt (z; )" —1= (") -1=1-1=0;
folglich ist auch z ' € Z. Damit ist Z eine Untergruppe von K . Da Z < K~
endlich ist, ist Z nach Satz 17.3 zyklisch. O]
Folglich gilt Z = Z/nZ als Gruppe, weil nach der 2. Behauptung |Z| = n ist. Damit hat
Z genau ¢(n) verschiedene Erzeuger, da ¢(n) = |{m € Z/nZ | ggT(m,n) = 1}| ist. Wir
nennen diese Erzeuger von Z die primitive n-ten Einheitswurzeln iiber K (analog zum
Fall K = C). Wahle nun eine solche n-te Einheitswurzel &,.

Lemma 24.1. Es gelte (*). Der Zerfillungskérper von f =t"—1 € K|t] ist K(&,).

Beweis. Sei £ := &,. Es gilt £* = 1 per Definition. Die £ sind fiir 1 < i < n paarweise
verschieden, £ = & mit 1 < j < i < n in dem Widerspruch £7 = 1 resultiert, da
1 — j < n, aber £ eine primitive n-te Einheitswurzel ist.

Auflerdem gilt (£)" —1=(¢")' —1=1—1=0; £ ist also eine Nullstelle von f. K (&)
ist also Zerfallungskorper von f. O

Definition 24.1. Es gelte (*). Der Zerfallungskorper von f = t" — 1 € K][t] heifit
zyklotomischer Korper der Ordnung n iiber K.

Lemma 24.2. Es gelte (*). Sei f =t" — 1 € K]|t|. Sei L Zerfillungskorper von f. Dann
ist G = Gal(L J) K) abelsch und |G| teilt p(n).
Beweis. Wir haben einen Gruppenhomomorphismus
0: G — Auwt(Z) ={¢: Z — Z | ¢ Gruppenisomorphismus}
9 +— 4lz
wobei Z so wie in der 2. Behauptung oben definiert ist.

Dieser Gruppenhomomorphismus ist injektiv, weil g bereits durch g|; eindeutig be-
stimmt ist, da L der Zerfallungskorper von f ist. Da Z = Z/nZ (siehe 2. Behauptung),
ist Aut(Z) = Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*. Folglich ist Aut(Z) und im ¢ < Aut(Z) abelsch;
damit ist auch G abelsch. Aulerdem teilt |G| = |Gal(L / K)| dann | Aut(Z/nZ)| nach
dem SATZ VON LAGRANGE, und es gilt | Aut(Z/nZ)| = |(Z/nZ)*| = ¢(n). O
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Beispiel 1.

e Seien K =Fyund f =3 —1= (¢t — 1)(t* +t + 1) € Fyft], wobei (> +¢+ 1)
irreduzibel in Fy[t] ist. Jede Nullstelle a # 1 von f in F; ist eine primitive dritte
Einheitswurzel. Dann ist [Fa(a) : Fy] = 2.

o f=tT—1= (-1 +t*+ 1)t +t+ 1). Es existieren 6 primitive 7-te
Einheitswurzeln; (3 + ¢* + 1) und (¢* + ¢ + 1) treten als Minimalpolynome davon
auf; im Gegensatz zu K = Q, wo jede primitive n-te Einheitswurzel dasselbe
Minimalpolynom hat (siche Satz 24.4)

[22. Januar 2018]
[25. Januar 2018]

Lemma 24.3. Sei £ eine primitive n-te Finheitwurzel iber K sowie m € Z. Dann gilt
™ primitiv < ggT(m,n) = 1.

Beweis. Sei f = t" — 1 € K|[t] sowie Z die Menge der Nullstellen von f in K. Z ist
eine zyklische Gruppe beziiglich Multiplikation; Erzeuger sind die primitiven n-ten
Einheitswurzeln.

Wir haben also einen Isomorphismus von Gruppen gegeben durch

Z/nZ — Z
1 — &

Nun ist £™ primitiv genau dann, wenn ord (™) = n, also wenn ord(m) = n in Z/nZ, was
aquivalent zu ggT(m,n) =1 ist. ]

Satz 24.4. Sei & € Q eine primitive n-te Einheitswurzel (iber Q). Dann ist Q(€) J Q
galois und [Q(€) : Q] = p(n).

Beweis. Nach Lemma 24.2 wissen wir, dass Q(§) / Q galois ist und [Q(¢) : Q] < ¢(n)
gilt. Es bleibt also zu zeigen,dass fiir das Minimalpolynom f = mg(t) € Q[t] von ¢ dann
deg(f) = ¢(n) gilt.

Dafiir reicht es nach Lemma 24.3 zu zeigen, dass jede primitive n-te Einheitswurzel
eine Nullstelle von f (iiber Q) ist. Es ist nach der Definition des Minimalpolynoms klar,
dass f | t" — 1 gilt. Folglich gilt t* — 1 = f - h in Q[t] mit normiertem h € Qt]. Aus
Lemma 24.5 folgt f,h € Z[t], da f und h normiert sind.

Sei nun p prim mit p t n. Wir behaupten, dass f(&) = 0 gilt. Ist das nicht der Fall,
so folgt h(&P) = 0, weil (£P)" — 1 = 0 ist. Dann ist £ eine Nullstelle von h(#?). Also teilt
f schon h(t?) aufgrund der Definition des Minimalpolynoms und der Normiertheit von
h. Damit folgt h(t?) = f - g fiir ein normiertes g € Q[t]. Wieder mit Lemma 24.5 folgt
f,g € Z[t]. Betrachte den Ringhomomorphismus

Z[t) — Fplt] = Z[t)/pZ[t]

Z c,-ti — Z cﬁ-ti.

i>0 i>0
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Damit folgt h(t?) = fg, wobei h(t?) = h(t)" gilt. Folglich haben f(t) und h(t) eine
gemeinsame Nullstelle, sind also nicht teilerfremd. Damit hat " — 1 = 7" — 1 = fh eine
mehrfache Nullstelle im Widerspruch zu p { n. Es folgt sofort f(£P) = 0.

Sei nun &' eine beliebige primitive n-te Einheitswurzel. Es ist f(£') = 0 zu zeigen.
Sei ¢ =™ (m € N, ggT(m,n) = 1 nach Lemma 24.3). Wir erhalten die Darstellung
¢ = &PPrmit py...p, = m und primen p; mit p; 1 n fir alle i. Wende nun obiges
Argument wiederholt an und erhalte f(£') = f(&P#r) = 0. O

Lemma 24.5. Seien 3,7 € Q[t] und o € Z[t] mit o = [, wobei  und v normiert sind.
Dann folgt bereits B,~ € Z|[t].

Beweis. Seien = %B mit 3 € Z[t], 3 = ¥ a;t’ und v = 7 mit 3 € Z[t], 5 = X, bit!
mit a,, # 0,b, # 0 und ggT(ay,...,an) =1=ggT(by,...,by).

Damit gilt also aba = 37. Wir zeigen nun a = 1 — b. Sei dafiir p prim mit p | ab. Nach
Reduktion modulo p ergibt sich 0 = 37 in F,[t], also 3 =0 oder 7 =0.

Es folgt ggT(ay,...,ay) > 1 oder ggT(by,...,b,) > 1, wobei a,, = a, b, = b nach
Voraussetzung. Das ist ein Widerspruch zu obiger Annahme. Folglich existiert kein p mit
p | ab, also ab=1 und a = %, woraus die Aussage mit obiger Darstellung folgt. O

Definition 24.2. Sei K ein Korper, n € Z~( und char(K) { n. Dann sei

»(n)
o, (t)=[[(t-&) € K[t] ,

=1

wobei &1, ..., §,(n) die primitiven n-ten Einheitswurzeln iiber K sind, das n-te Kreistei-
lungspolynom iiber K.

Satz 24.6. Es gelte (*). Dann gilt:

1. ®,(t) € K[t] ist normiert, separabel und vom Grad ¢(n).
Fir K = Q ist ®,(t) € Z[t] und irreduzibel in Q[t] und Z[t].
t" =1 = [l Pa(?)

Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, x(t) iber K erhdlt man aus ®,(t) € Z[t] (dem
n-ten Kreisteilungspolynom iber Q), indem man auf die Koeffizienten den Ringho-
momorphismus gegeben durch 7. — K, 1 +— 1 anwendet.

Beweis.

1. Normiertheit, Separabilitat und deg ®,,(t) = ¢(n) sind klar.

Es bleibt @ (t) € K[t] zu zeigen. Sei L = K (&, ..., &ym)) = K (&) nach Lemma 24.2.
Dann ist ®,,(t) € L[t]. Jedes ¢ € Gal(L j/ K) bildet primitive n-te Einheitswurzeln
auf ebensolche ab und permutiert somit die primitiven Einheitswurzeln. Also gilt
0. (P (1)) = (1) fiir alle ¢ € Gal(L J K). Daraus folgt ®,,(t) € LEIEIK[t] = K[t]
nach Satz 21.1, da L J K galois ist.
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2. Sei K = Q. Offensichtlich gilt m¢(t) € Q[t] und me(t) | @, (¢) fiir jede primitive
n-te Einheitswurzel £ nach der Definition des Minimalpolynoms.
Mit Satz 24.4 folgt deg(me(t)) = [Q() : Q] = ¢(n), nach Punkt 1 dieses Satzes
gilt also me(t) = ®,(t), da ®,(¢) normiert ist. Daher ist ®,,(t) irreduzibel in Q[t],
da me(t) irreduzibel ist.
AuBerdem teilt ®,,(t) das Polynom " — 1, weil ®,(t) = me(t) ist. Wir erhalten
t" —1 = ®,(t) - h(t) € Q[t] mit normierten Polynomen h(t), ®,(t) € Q[t]. Aus
Lemma 24.5 folgt nun ®,,(t), h(t) € Z[t] und damit die Irreduzibilitat von ®,,(t) €
Z[t], weil ®,,(t) in Q[t] irreduzibel und primitiv ist.

3. Sei P, die Menge der primitiven d-ten Einheitswurzeln. Dann ist Z = (J Py. Also
dln

gilt

=1=]] 1 t-¢& =]]2®).

djn £€Pq dln
4. Es ist zu zeigen, dass die kanonische Abbildung

a: Zt] — K]Jt]
dbt" — > can(b)t’

i>0 >0
(mit dem Ringhomomorphismus can: Z — K, 1 — 1) &, o(t) auf @, (t) abbildet,
wobei @, ¢(t) in Z[t] liegt. Beweis per Induktion:
n = 1: Offenbar ist Z[t] 5t — 1 — t — 1 € K|t] erfillt.
n > 1: Nach Induktionsannahme sowie Teil 3 des Satzes folgt

t"—1=a(t"—1) = a(Pno(t)) ][] Cax(®).

d|n7

d<n
andererseits gilt
" —1=o, k() [[ Pax(t)
d|n,
d|<n
Da K nullteilerfrei ist, impliziert das bereits ®,, x(t) = (P, (t)). O

Lemma 24.7. Sei f =t"—b € K[t] fiir einen Korper K, sodass K genau n verschiedene
Nullstellen von t" — 1 enthdlt. Sei L der Zerfillungskorper von f. Dann ist Gal(L | K)
zyklisch und | Gal(L J| K)| teilt n.

Beweis. Sei Z C K wie bisher die Menge der Nullstellen von t™ — 1. Sei a € L Nullstelle
von f. Dann sind azy,az2s,...,az, mit Z = {z,...,2,} genau die Nullstellen von

f (paarweise verschieden, weil z; paarweise verschieden sind und a # 0). Also L =
K(az,...,az,) = K(a), da z; € K.
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Seien o1,y € Gal(L J K). Dann gilt ¢1(a) = az;, g2(a) = az; fir gewisse i,j €
{1,...,n} und ¢y, po sind daduruch bestimmt. @3 0 ¢;(a) = @2(az;) = az;z;. Dann ist

Gal(L JK) — ZCK"

p(a)

ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Da Z zyklisch der Ordnung n ist, gilt: | Gal(L //
K)| = |im V| < |Z| = n, sogar | Gal(L // K)| teilt n nach Lagrange. Weil ¥ injektiv ist
und Z zyklisch ist, ist Gal(L J/ K) zyklisch. O

Hintergrund /Ausblick

Fermats letzter Satz: Sei n € N, n # 0. Existiert ein Tripel (z,y, 2) € Z> mit

Fiir n = 1 gibt es nattirlich unendlich viele Losungen; fiir n = 2 16st jedes pythagoraische
Tripel die Gleichung. Da fiir u,v € Z das Tripel (u? — v?, 2uv, u? + v?) pythagoriisch ist,
gibt es auch fiir n = 2 unendlich viele Losungen.

Fermat behaupete: 2" + y"™ = 2™ hat fiir n > 2 keine nichttriviale Losung, was gegen
Ende des 20. Jahrhunderts von Andrew Wiles bewiesen wurde.

Wie ist Fermat mdoglicherweise auf die Idee gekommen, das einfach bewiesen zu haben?

Seien X,Y € Z und n € Z-(, n ungerade. Betrachte den Ausdruck X" + Y™ € Z[¢],
wobei & eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Mit Lemma 24.7 und durch Nachrechnen
erhilt man X" 4+Y" = (X +Y)(X +&Y)... (X + 1Y),

Falls nun X" + Y™ = Z" € Z gilt, konnen wir X" +Y" = p;...p, als Produkt von
Primzahlen schreiben, welche irreduzibel in Z[{] sind. Wenn Z[¢] faktoriell wéire (was aber
nicht der Fall ist), dann ist das ein Widerspruch zur eindeutigen Zerlegung in irreduzible
Elemente.

[25. Januar 2018]
[29. Januar 2018]

25. Inverses Galoisproblem

Wir wissen: Wenn ¢ eine primtitve n-te Einheitswurzel ist (iber Q in C), dann ist
Q) / Q galois und Gal(Q(€) / Q) = (Z/nZ)*.

Falls nq,...,n, € Z+ teilerfremd sind und ¢; eine primitive n;-te Einheitwurzel ist,
dann ist ¢ = €1...¢, eine primitve n = n;...n,-te Einheitwurzel (nachprifen!), also
Gal(Q(e) J Q) = (Z/nZ)* = (Z/nZ)* X -+ X (Z/n,Z)*, wobei die letzte Isomorphie
noch nachzupriifen ist.

Frage: Welche Gruppen treten als Gal(L / Q) auf (mit L / Q etwa endlich oder galois)?
Tritt jede endliche Gruppe auf?
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Satz 25.1 (Dirichlet). Sei n € Z~o. Dann ezistieren unendlich viele Primzahlen p mit
p=1 (mod n).

Beweis. Wir nehmen an, es existieren nur endlich viele solche Primzahlen, sagen wir
Diyeeoy Pre S€i M = py...p.. Dann ist

®,,(t) € Z[t] normiert und ®(0) # 0. (%)

Deswegen gilt lim ®,(mz) = oo (wobei z € N). Daraus folgt, dass ein 2z € N existiert,
sodass ®,,(mzy) > p; fir alle ¢ gilt. Mit (*) folgt, dass eine Primzahl p mit p | ®,,(mzo)
und p # p; fir alle ¢ existiert. Also gilt p | (mzo)™ — 1, aber p t (mzy)™, weshalb

ggT(m,p) =1 und @,,(mzp) =0 € F,. Nach Lemma 25.2 folgt daraus p =1 (mod m)
und mit der Definition von m folgt p =1 (mod n). [

Lemma 25.2. Sei m € Z~, p prim mit ggT(m,p) = 1, wobei ®,,(t) eine Nullstelle a
in F, mit a € Z hat. Dann gilt p=1 (mod m).

Beweis. p teilt ®,,(a), da ®,,(a) = 0 in F,,. Daraus folgt p | a™ — 1, also ™ =1 (mod p)
und damit @™ =1 € F; C ), wobei F die zyklische Gruppe der Ordnung p — 1 ist.

Wir behaupten ord(@) = m in F). Da @™ = 1 ist, gilt auf jeden Fall ord(a) < m.
Angenommen, ord(a) = s < m, wobei dann s|m gilt. Nun folgt

t" — 1= [] Qa(t) = pn(t) I] Pult) = Pu(t) (H q)d(t)) h(t) = @ (t)(¢* = DA(?)
dls

dm dlm,

d<m

fir ein gewisses h(t) € Z[t].

Also gilt @ — 1 = ®,,(a)(@ — 1)h(@), wobei die ersten beiden Faktoren beide 0

sind. Somit hat f(¢) = ¢ — 1 € F,[t] eine mehrfache Nullstelle im Widerspruch zu
f'(t) = mt™ ! € F,[t], wobei m # 0 nach Voraussetzung.

Folglich gilt die Behauptung; es ist ord(@) = m und mit dem SATZ VON LAGRANGE

erhalten wir m | p— 1, also p =1 (mod m). O

Satz 25.3. Jede endliche abelsche Gruppe G ist isomorph zu Gal(L Q) fiir eine endliche
Galoiserweiterung L || Q.

Beweis. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Mit den SYLOWSATZEN und 77 folgt, dass
Niy .oy Nyp € Zsg mit G = Z/nyZ X - -+ X Z/n, 7 existieren. Nach DIRICHLET finden wir
paarweise verschiedene Primzahlen p; (1 < i < r) mit p; = 1 (mod n;). Es gilt also
p; — 1 = myn; fir gewisse m; € Z.

Es sei dem aufmerksamen Leser als Ubung iiberlassen, die Existenz einer Untergrupe
H; < (Z/p:Z)* der Ordnung m; mit (Z/p;Z)*/H; = Z/n;Z zu zeigen.

Seien nun ¢; fiir 1 < ¢ < r primitive p;-te Einheitwurzeln. Sei ¢ = €1 ...¢,., also eine
primitive p; ...p,-te Einheitswurzel und Gal = Gal(Q(¢) J/ Q) = (Z/p1Z)* x --- X
(Z)p.Z)*. Sei H < Gal(Q(e) / Q) die Untergruppe, die Hy; x --- x H, entspricht. Sei
M = L mit L = Q(g), wobei M ein Zwischenkorper Q C M C L ist. Da Gal abelsch ist,
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ist H < Gal automatisch normal. Die GALOISKORRESPONDENZ sagt uns nun, dass M /Q
normal ist. Da M // Q auBerdem separabel ist (da char Q = 0), ist diese Kérpererweiterung
galois mit Gal(M ) Q) = Gal /H = (Z/pZ)*/Hy X - -+ X (Z/p,2)* |H, 2 L) Z X - - X
Z/n, 7. m

Im Allgemeinen ist das inverse Galoisproblem aber ungelost!

26. Auflosbarkeit von algebraischen Gleichungen

Eine algebraische Gleichung entspricht

f(t)=0
fir f(t) =t"+ ap_1t" '+ -+ art + ap € Q[t] (oder R[t], C[t]).
n=1: t; = —ao (einzige Losung)
n=2ty = RS VA W € C. Schon die Babylonier konnten das, allerdings nur

geometrisch und nur fiir bestimmte Werte, weil sie noch nicht so viele Skillz im
Wurzelziehen hatten. Im 16. Jahrhundert wurde dann diese allgemeine Formel
entdeckt.

n = 3,4: Auch hier gibt es explizite Formeln (entdeckt circa 1550).

Definition 26.1. Sei L J/ K eine endliche Kérpererweiterung. Sie heifit durch Radikale
(von lat.: radix, dt.: Wurzel) auflosbar, falls ein F J K existiert mit L C E und auflerdem
Korpererweiterungen
K=K, CE CEC---CE,=F

sodass E; = E;_1(a;) fir ein a; € E;, sodass a; Nullstelle eines Polynoms Q(t) € F;_1[t]
mit

e Q(t) =t"™ — ¢, wobei char K tn oder

e Q(t)=tP—t—c€ E, 1[t] mit char K =p > 0.

Definition 26.2. Sei L / K eine endliche Kérpererweiterung. Wir nennen L/ K auflésbar,
falls Korpererweiterungen K C L C E existieren, sodass E // K galois und Gal(E ) K)
als Gruppe auflosbar ist.

Lemma 26.1. Sei N die normale Hiille von L ) K in K. Dann ist L | K genau dann
auflosbar, wenn L || K separabel und Gal(N )| K) auflosbar ist.

Beweis.

»,=“: Sei E' wie in der Definition; also ist insbesondere L // K separabel, weil K C L C E
gilt. Nach dem FORTSETZUNGSSATZ ist res: Gal(E ) K) — Gal(N ) K), ¢ — ¢|n
(wohldefiniert aufgrund der Normalitat von N) surjektiv. Dabei ist Gal(E / K') nach
Voraussetzung auflosbar. Als Quotient einer auflosbaren Gruppe ist Gal(N // K)
auflosbar.
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,<="“: Per Definition N J/ K endlich sowie galois mit Gal(N j/ K) auflosbar. Man setze
nun F = N. [l

Insbesondere gilt, wenn L // K endlich und galois ist, dass L / K genau dann auflosbar
ist, wenn Gal(L J K) auflosbar ist.

Satz 26.2. Sei L || K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

1. L ) K durch Radikale auflosbar.
2. L) K auflosbar.
Beweis. Bosch: Algebra. O

Korollar 26.3. Jede separable Korpererweiterung vom Grad [L : K| < 4 ist (durch
Radikale) aufiosbar.

Beweis. Nach dem SATZ VOM PRIMITIVEN ELEMENT wissen wir L = K (a) fir ein a € L.
Sei M der Zerféllungskérper von m,(t) € K[t]. Nun hat m,(t) > 4 Nullstellen. Also ist
Gal(M ) K) < S,, wobei N die Anzahl der Nullstellen von m,(t) ist. Da Untergruppen
von auflésbaren Gruppen auflosbar sind, reicht es also zu zeigen, dass S, S3, Sy auflésbar
sind. Fiir Sy, S3 wissen wir das; fiir Sy ist {e} < Vj < Ay < Sy eine Normalreihe mit
abelschen Quotienten. Folglich ist auch S, auflosbar. O]

Satz 26.4 (Abel-Ruffini). Im Allgemeinen ist eine Gleichung 5. Grades f(t) = 0 nicht
auflosbar. (Das heif$t, dass der Zerfillungskorper von f(t) tiber Q nicht durch Radikale
auflosbar ist.)

Beweis. Eine ,allgemeine” Gleichung n-ten Grades hat Galoisgruppe .S,,, es existiert also
ein f(t) wie eben von Grad n mit Gal(L J/ Q) = S,,, wobei L Zerféllungskérper von f(t)
ist. Ein Beweis fiir primes n findet man im Bosch.

Fiir n = 5 (man kann sogar zeigen fiir n > 5) ist S,, nicht auflosbar (siehe unten). [

Es kann also keine allgemeine Losungsformel mit Wurzelausdriicken fiir Polynome vom
Grad 5 geben.

Bemerkung. Ss ist nicht auflésbar. Wir wissen: As = [S5, S5]. Es reicht zu zeigen: Aj ist
nicht auflésbar. Dafiir reicht es zu zeigen: A; = [As, As).

1. Behauptung: 3-er-Zykel (a,b,c) € S5 erzeugen As (Ubung)

2. Behauptung: Jeder 3-er-Zyklus (i, j, k) lasst sich schreiben als

(i, 5, k) = (i, k, 5)(i, k, ) = (i, k) (K, 3) (0, k) (K, ) =
(i, k) (L, m) (K, ) (L, m) (L, m) (i, k) (L, m) (k, j) = ghg™"h™

mit g = (i, k)(l,m), h = (k,j)(,m).
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