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0 MOTIVATION

[9. April 2018]

0 Motivation
Sei k = k (algebraisch abgeschlossener Kérper). Seien fi, ... f,, € k[t1,...t,]. Dann sind
Z(fry. s fm) ={x=(21,...,2,) € K" | fi(x) =0 fir alle 1 <i < m}

affine algebraische Varietéten.
Beispiel. Sei k = C, n =2 und m = 1. Wir erhalten die folgenden Bilder:

1 1
0/ — 0/ —
_1 | | | _1 | |
—1 0 1 —1 0 1
f=at+a3-1 f=at—ux3
1 1
0 0
_1 | | _1 | |
—1 0 1 —1 0 1
f=x1 22 f=aft- a3

In der algebraischen Geometrie betrachten wir die folgende Beziehung:

Affine Varietdt X «— Ring A(X)
Studium der Geometrie von X =  Studium des Ringes A(X)

Hierzu ist das Studium von kommutativer Algebra notwendig.



1 PRIMIDEALE UND MAXIMALE IDEALE

1 Primideale und maximale Ideale

1.1 Grundbegriffe

Konvention. In der gesamten Vorlesung sind Ringe immer kommutativ und haben Eins.
Ringhomomorphismen erhalten die Eins.

Definition 1.1. Sei A ein Ring und I C A ein Ideal.

i) I heiit Primideal, falls
a) ab € A\ I fir alle a,b € A\ I gilt, oder dquivalent

b) 4/1 ein Integritatsbereich ist.

ii) I heifit maximales Ideal, falls
a) fiir jedes Ideal J C A aus I C J bereits I = J folgt, oder aquivalent
b) A/r ein Korper ist.

iii) Spec A :={p | p € A Primideal}

iv) Max A := {m | m C A maximales Ideal}

Definition 1.2. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus.

i) Sei J C B ein Ideal. Dann ist JNA := f~1(J) ein Ideal von A, genannt Kontraktion.
Ist J ein Primideal, so ist J N A ebenfalls ein Primideal.

ii) Sei I C A ein Ideal. Dann ist f(I) nicht notwendigerweise ein Ideal. Setze I - B :=
(f(I)), das von f(I) erzeugtes Ideal. Wir nennen dieses Ausdehnung von I.

Bemerkung. Es kann sein, dass I € Max A, aber I - B ¢ Spec B. Sei dazu A = 7Z und
B =7Z[i]. Sei I = (2) € Max(Z), aber I - B = (2) ¢ SpecZ][i], da 2 = (1 —i)(1 +9) ist.

Satz 1.3. Sei A ein Ring und I C A ein Ideal. Dann ezistiert ein m € Max A mit I C m.

Beweis. Siehe Vorlesung Einfithrung in die Algebra, Satz 9.1, oder | , Theorem
1.3]. m

Korollar 1.4. Sei A ein Ring, bez. A* = { Finheiten von A}. Dann gilt

A=A\ [Jm.

meMax A

Beweis. Ist a € A%, so gilt (a) = (1) = A und damit a ¢ m fir alle m € Max A.
Sei a ¢ m fiir alle m € Max A. Dann ist (a) € m fiir alle m € Max A; es folgt also
(a) = A= (1) mit Satz 1.3 und damit a € A*. O
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1.2

Lokale Ringe

Definition 1.5. Sei A ein Ring. A heifit lokal, falls A genau ein maximales Ideal m hat
(d.h. Max A = {m}).

Lemma 1.6. Sei A ein Ring.

i) Sei I C A ein Ideal. Dann sind dquivalent:

a) Max A = {I}
b) A\ IC A
c) A\ I = A~

ii) Seim e Max A. Falls 1 +x € A* fir alle x € m gilt, so ist Max A = {m}.

Beweis.

i)

ii)

»a) = b)“ folgt aus Korollar 1.4. Fir ,b) = a)“ sei J C A ein Ideal. Dann liegt J
in 7, und es folgt I € Max A mit Max = {I}.

Sei b € A\ m. Es ist b € A* zu zeigen. Da m € Max A, gilt (b)) + m = A, es
existieren folglich a € A,z € m mit ab + x = 1. Daraus folgt ab=1— 2 € A* und
dann b € A*. m

Beispiel 1.7.
Korper sind lokale Ringe.

Sei (A, m) ein lokaler Ring. Dann ist A[t] ein lokaler Ring. Dabei ist

Amz{i%ﬂ%eA}

der Ring der formalen Potenzreihen mit kanonischer Addition und Multiplikation.
Betrachte die Komposition Aft] — A — 4/m gegeben durch ¢ = canoevy. Diese
bildet surjektiv auf den Kérper 4/m ab, also ist ker ¢ € Max A[t].

Sei f € ker p und betrachte 1 + f. Aus f € ker ¢ folgt f = 322, a;t" mit ay € m.
Wir wollen ein g € A[t] mit g = 323°, b;t* mit (1 + f)g = 1 finden, d.h. (1 + ag)by
und (1 + ag)b, + arb,—1 + ... a,by fur alle n > 0. Erstere Gleichung ist losbar,
da ap € m liegt und damit 1 4+ ag € A* folgt. Wir fithren nun eine Induktion
nach n. Nehme an, dass by, ...b,_1 bereits bekannt sind. Dann folgt, dass b, =
—(14ap) Y (a1b,—1+4- - - +anbg). Nach Lemma 1.6 ist A[¢] lokal mit dem maximalen
Ideal (t) + m. Der Residuenkorper ist AI71/((t)4m) = A/m.

Spezialfall: k[ty,...t,] = Ek[t1,...,ta—1][tn] lokaler Ring mit maximalen Ideal
(t1,...,t,) und Residuenkorper isomorph zu k.
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ii) Sei X C R™ offen, 0 € X. Betrachte Paare (U, f) mit U C X offen, 0 € U und
f: U — R stetig. Definiere Aquivalenzklassen durch (U, f1) ~ (Us, f2) genau dann,
wenn ein offenes W C U; N Uy mit 0 € W und fi|w = fo|lw existiert. Die Aquiva-
lenzklasse (U, f) heifit Funktionenkeim. Definiere A := {(U, f) | (U, f) wie oben}
mit punktweiser Addition und Multiplikation.

Wir zeigen nun, dass A ein lokaler Ring ist. Betrachte ¢ : A — R, (U, f) — f(0),
einen wohldefinierten Ringhomomorphismus. ¢ surjektiv und damit folgt ker ¢ €

Max A.

Sei s = (U, f) € ker p. Es bleibt 1 4+ s € A* zu zeigen. Da 1+ f(0) = 1, existiert
eine offene Umgebung W von 0, sodass f(x) # 0 fir alle x € W ist. Dann ist
y:W—-R, 1+}(0) stetig und es gilt (1 + s)(W,y) = 1. Somit ist A ein lokaler
Ring.

iii) Sei A ein Ring und p € Spec A. Dann ist S := A\ p ein multiplikatives System.
Wir definieren A, := S~'A (Lokalisation).

Spater werden wir zeigen, dass A, ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p - A, ist.

[9. April 2018]
[12. April 2018]

1.3 Nilradikal und Jacobson-Radikal

Definition 1.8. Sei A ein Ring sowie I C A ein Ideal. Definiere das Radikal von I durch
VIi={zreA|In>0:2" eI}

Nil A := +/0 heiBt Nilradikal von A.

Lemma 1.9.

i) VT ist ein Ideal von A.

i) 1CVI=\VI

it) VI = (1) I=(1)

iv) A/VT hat keine nilpotente Elemente (aufer 0).
Beweis.

i) Seien z,y € V1, es existieren also m,n > 0 mit 2™, y" € I. Dann gilt

1 €l falls r>m
mins- (m +n— 1) N

((L’ 4 y)m+n—1 _ Z " yn+m—1—'r'7
r=0

T ———
el falls r<m

also liegt auch x 4 y in I. Die anderen Eigenschaften sind schnell nachgepriift.
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ii) Da I C VI , folgt sofort VI C\/V/I. Ist nun umgekehrt x € 4/ VI , So existiert ein
n >0 mit 2" € /I, und dann existiert ein m > 0 mit (z")™ = 2" € I. Also liegt

zin\/f.

iii) Die Riickrichtung ist klar. Sei also v/ = (1). Dann existiert ein n > 0 mit 1" € I,
also liegt 1 in 1.

iv) Sei z € 4/v7 mit 2" = 0. Schreibe z = x + /T fiir ein € A. Dann ist 2 ++/I = 0,
also liegt ™ in v/ I und es folgt z = 0. O

Beispiel 1.10. Sei A =Z und I = (a). Was ist y/(a)?
Fir a = 0 ist y/(a) = (0). Sei nun a # 0, 0.B.d.A. a > 0. Schreibe a = p{"'py?...p"
mit positiven Primzahlen py,...,p, und p; # p; fir i # j. Dann ist y/(a) = (p1p2...p1)-

Beweis.

,C¢ Ist & € 1/(a), so existiert ein n > 0 mit 2™ € (a). a teilt also z", weshalb jedes p;
und somit auch ihr Produkt x teilt, woraus = € (p; ... p;) folgt.

L2 Ist x € (p1...m), so wihle n > max{my,...,m;}. Dann liegt ™ in (p}...p") C
(. .p™) = (a). =

Proposition 1.11. Sei A ein Ring und I ein Ideal in A. Dann gilt

\/Tzﬂp.

pESpec A,
p21

Beweis.

,C“ Sei z € V/I. Dann existiert ein n > 0 mit 2" € I. Sei p € Spec A mit p O I. Dann
liegt 2™ auch in p, und da p ein Primideal ist, folgt = € p.

»2" Sei & € MNyespec apor P- Angenommen, r ware nicht in VT, fiir alle n > 0 gilt also
" & 1.
Definiere
Yi={J|JC Aldeal, 1 C J,¥n>0:2" ¢ J}.
Dann ist (3, C) angeordnet (partiell geordnet).
Wir wollen das LEMMA VON ZORN anwenden.
e A4 (daleX)

o Sei (Jy)ier mit T # 0 eine Kette in X, es gilt also J; € 3 sowie J; C Jy oder
Jy 2 Jy fiur alle t,t' € T. Dann ist Uep J; ein Ideal in A und enthélt I, aber
kein ™ mit n > 0. Also liegt U;er J; in 2.

Nach dem LEMMA VON ZORN existiert nun ein p € X, welches maximal in X
beziiglich Inklusion ist. Wir behaupten, dass p ein Primideal in A ist.
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Beweis. Seien a,b € A\ p. Es ist ab € A\ p zu zeigen.

Da (a) + p und (b) + p echt grofler als p sind, liegen sie nicht in X. Somit existieren
m,n > 0 mit 2™ € (a) + p und 2" € (b) + p, weshalb wiederum Elemente ¢,d € A
und r, s € p existieren, sodass 2™ = ac +r und " = bd + s gilt. Wir erhalten

2" = (ac+ r)(bd + s) = abed + rbd + sac + rs € (ab) + p.
€(ab) p

Wére ab € p, so lage ™™ auch in p, was aber p ¢ ¥ bedeuten wiirde, ein
Widerspruch. O

Nach unserer Annahme liegt = ! in p, was aber wegen p € ¥ einen Widerspruch
darstellt. O

Definition 1.12. Sei A ein Ring. Dann heifit

Jac(A4) :=(m

meMax A

das Jacobson-Radikal von A.
Bemerkung 1.13.
i) Jac(A) ist ein Ideal von A.

ii) Sei (A, m) ein lokaler Ring und ein Integritatsbereich. Dann gilt Nil(A) = (0) und
Jac(A) = m, d.h. Nil(A) C Jac(A) falls A kein Korper ist.

Beispielsweise ist k[t] ein lokaler Ring mit m = (¢) # (0) und ist nullteilerfrei, da
mit f =32 a;it’, g =32, bit' € k[t] mit a,,, b, # 0 dann

fg = apyb,t™ ™ + Terme hoheren Grades # 0
————
#0
gilt.
Proposition 1.14. Sei A ein Ring. Dann gilt Jac(A) ={r € A|Va€ A:1—ax € A*}.
Beweis.

»,C“ Sei x € Jac(A) und @ € A. Angenommen, 1 — az ¢ A*. Dann existiert ein
m € Max(A) mit 1 — az € m, sodass 1 = (1 — az) + ax € m gilt, Widerspruch.

,2¢ Seix € Amit 1 —ax € A* fiir alle a € A sowie m € Max(A). Angenommen, x ¢ m.
Dann gilt (x) +m = (1), es existieren also a € A,y € m mit 1 = ax + y. Dann folgt
aberm >y =1—ax € A*, ein Widerspruch. n



2 MODULN

2 Moduln

2.1 Grundbegriffe

Definition 2.1. Sei A ein Ring. Ein A-Modul ist Tripel (M, +, -) besteht aus einer Menge
M und Abbildungen +: M x M — M, - : Ax M — M, sodass folgendes fiir alle a,b € A
und x,y € M gilt:

i) (M, +) ist eine abelsche Gruppe.

ii) (a+b)x =azx+ bx

iv) a(bz) = (ab)x

i)
i)
iii) a(x +y) = ax + ay
)
v)

l-z=

Beispiel 2.2.
i) Falls A =k Korper: A-Modul = k-Vektorraum
ii) A ist selbst ein A-Modul, genannt 4A.

iii) Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, so wird B ein A-Modul durch a-b = ¢(a)-b.

iv) Ist A = Z, so sind A-Moduln abelsche Gruppen (fir n € Z,n > 0 : nx =
r+zr+...+1).

n mal

v) Sei A = k[t] (k Korper). Sei V' ein k-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Definiere

k[t] x V' — V durch (P,v) — (P(¥))(v) := YX0_y a,(¢)(v) mit P(t) = >0_, a,t”.
Dann wird V' ein k[t]-Modul.

Definition 2.3. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul. Dann
wird N mit + und -4 : A X N — N definiert durch (a,y) — ¢(a) - y zu einem A-Modul.
Bezeichnung: 4 /NV.

Beispiel 2.4.
i) Mit Beispiel 2.2 ii) und iii) gilt 4B = 4(5B).

ii) Sei A=k, B =k[t] und N k[t]-Modul. Dann ist N ein k-Vektorraum. Betrachte
Yk N — N,y — t-y. Dann gilt ¢ € Endg(xN). Sei P(t) = >,_,a,t” € k[t].
Dannist P-y =3"_a, 0" (y) = >0 _ya,(t-y) = P-y und wir erhalten einen N =
k[t]-Modul entstanden aus (yN, ).

10
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Definition 2.5. Seien M und N A-Moduln. Eine Abbildung M — N heif3t A-linear,
wenn f(x + ') = f(x) + f(2') und f(az) = af(x) fir alle z,2" € M und a € A gilt.
Bezeichne Homa (M, N) :={f | f: M — N ist A-linear}.

[12. April 2018)]
[16. April 2018]

Bemerkung 2.6.

i) Seien M L, N % P Alinear. Dann ist auch go f A-linear.

ii) Seien M und N A-Moduln. Dann wird Hom 4 (M, N) zu einem A-Modul mit

f+9g + M—N,z— f(z)+g(x)
af + M — N,z—af(z) (= f(ax))
fur alle f,g € Homs(M, N) und a € A.

Fir die A-Linearitat von af wird benotigt, dass A ein kommutativer Ring ist.

iii) Sei p: A — B ein Ringhomomorphismus sowie f: M — N B-linear. Dann
ist f: AM — 4N A-linear. Wir erhalten also eine Injektion Hompg(M, N) —
HOH]A(AM, AN).

Definition 2.7. Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung. f heifit Isomorphismus (von
A-Moduln), wenn f bijektiv ist.

Bemerkung 2.8. Ist f: M — N ein Isomorphismus von A-Moduln, so ist f~! ebenfalls
A-linear. Das heifit, f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ein A-lineares g: N — M
existiert, sodass g o f =idy, und f o g = idy gilt.

Beispiel 2.9. Sei M ein A-Modul. Betrachte die Abbildung

M — Homyu(A, M)

r — [a— az] .
Das ist ein Isomorphismus von A-Moduln mit Umkehrabbildung
Homyu(A, M) — M
fo=ra.

2.2 Untermoduln

Definition 2.10. Sei M ein A-Modul. Eine Teilmenge M’ C M heifit A-Untermodul,
falls

i) 0e M’

11
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i) v+a2" e M’

iii) ax € M’
fir alle z, 2" € M’ und a € A gelten.

Falls M" C M ein A-Untermodul ist, ist M’ mit den Einschrdnkungen der Addition
und der skalaren Multiplikation von M wieder ein A-Modul; die Inklusion M’ < M ist

A-linear.
Sei M" C M ein A-Untermodul. Dann ist M/n (als abelsche Gruppe) mit

AXx My — M/

(a,z+ M) — ax+ M

ein A-Modul. Die Wohldefiniertheit ist schnell nachgerechnet.
Die Quotientenabbildung 7: M — M/m ist A-linear (nach der Definition der Skalar-
multiplikation).

Beispiel 2.11.
i) Fir M = 4A sind die A-Untermoduln von 4A genau die Ideale von A.

ii) Sei A = k[t] und M ein A-Modul. Dann ist M eindeutig bestimmt durch (M, 1)),
wobei ¢ € Endg(M) mit ¢(z) = tx. Sei M’ C M eine Teilmenge. Dann ist M’
genau dann ein k[t]-Untermodul, wenn M’ ein k-Untervektorraum von ;M ist und
(M) C M’ gilt.

Beweis.

,=" Klar.

,<": Die Axiome i) und ii) von Untermoduln sind erfiillt, da M’ ein Untervek-
torraum ist. Fir Axiom iii) sei x € M' und P € k[t] mit P(t) = 3 a,t” mit
a, € k. Dann folgt P-x =3 a,¢"(x) € M', da ¢"(x) in M’ liegt. O

iii) Sei I C A ein Ideal, M ein A-Modul. Definiere I - M = {> a;z; | a; € I,x; €
M} C M. Das ist ein A-Untermodul. Beipsielsweise I = (a); dann ist (a) - M =
{ax | x € M}.

Definition 2.12. Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung. Definiere
o ker fi={zx e M| f(z) =0},
o im f = f(M),
e coker f := Nfimy.

Der Kern und das Bild von f sind dabei Untermoduln von M bzw. N.

Lemma 2.13. Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung.

12
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i) Sei ]\{’ C M ein A-Untermodul mit M' C ker f. Dann existiert genau eine Abbil-
dung f: M/m" — N, sodass folgendes Diagramm kommutiert.

M%N

P
.
.
™ -
g
o f

M/

ii) Es existiert genau eine A-lineare Abbildung f: Mfier f — im f, sodass das folgende
Diagramm kommutiert.

Beweis.

i) Definiere f: M/m' — N durch f(z + M') = f(z) (wohldefiniert, da M’ C ker f).
Auflerdem ist f auch A-linear, da f(ax + M') = f(ax) = a(f(z)) = af(z + M)
gilt.

ii) Wenden wir i) auf M’ = ker f an, so erhalten wir eine eindeutige A-lineare Abbil-
dung f: M/kerf — N, sodass

M%N

>
y o
7 f

M/kerf

kommutiert. Da im f = im f, folgt

f ist analog zum Homomorphiesatz fiir Gruppen bijektiv. [
Bemerkung 2.14. Sei M ein A-Modul sowie M; C M Untermoduln mit 7 € I.

i) N M; ist ein Untermodul.
i€l

ii) Sei T'C M eine Teilmenge. Definiere

(T) =M
TCM'CM
M’ Untermodul

als den von T erzeugten Untermodul.

13
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z, €M; mit i€l
nur endlich viele x;#0

iii) Die Menge Y- M, := {Z x;

el

} ist ein Untermodul.

Bemerkung 2.15. Seien M; A-Moduln mit ¢ € I.

1) TT M; :={(xs)ier | z; € M;} ist ein A-Modul mit a(z;) = (ax;).

i€l
i) @ M; = {(x;)ies | nur endlich viele x; # 0} C [T M; ist ein Untermodul.
i€l i€l
iii) Sind M; € M Untermoduln und M; N Y- M; = {0}, soist > M; = @ M,.
i i€l icl

iv) Falls M; = M fiir alle i € I, schreibe M! := T M; und MD := @ M,;.

iel i€l
2.3 Endlich erzeugte Moduln
Definition 2.16. Sei M ein A-Modul. Sei {z;}ic; € M. {x;} heift
e linear unabhéngig (linearly independent)
e Erzeugendensystem (generating system)
e Basis
analog zur linearen Algebra.

i) M heiit frei, falls eine der folgenden, dquivalenten Aussagen gilt:
e M hat eine Basis.

o

e Es existiert eine Menge I, sodass ein Isomorphismus AY) — M existiert.

ii) M heiit endlich frei, falls eine der folgenden, dquivalenten Aussagen gilt:
e M hat eine endliche Basis.

e Es existiert ein n > 0, sodass ein Isomorphismus A™ — M existiert.

iii) M heifit endlich erzeugt, falls eine der folgenden, dquivalenten Aussagen gilt:
e M hat ein endliches Erzeugendensystem.

e Es existiert ein n > 0, sodass eine surjektive A-lineare Abbildung A™ — M
existiert.

iv) M heifit endlich prasentiert, falls ein n > 0 existiert, sodass eine surjektive A-lineare
Abbildung f: A™ — M existiert, sodass ker f endlich erzeugt ist.

Bemerkung 2.17.
i) endlich frei = endlich présentiert = endlich erzeugt

ii) Falls A = k Korper: endlich erzeugt = endlich frei

14
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iii) Sei A =7, M = Z/mz. Dann ist M endlich présentiert, aber nicht endlich frei.

iv) Sei A = Z[T,T5,Ts, .. .]. Betrachte ev(p,—oy: Z[T1,T5,...] = Zund M = 4Z. Dann
ist M endlich erzeugt, aber nicht endlich préasentiert, denn ker ev(r,—gy = (13,15, . . . ),
was nicht endlich erzeugt ist.

Lemma 2.18 (Nakayamas Lemma). Sei M ein endlich erzeugter A-Modul und I C A
ein Ideal mit I - M = M.

i) Es existiert ein a € I mit (14a)-M = {0} (das heifit, fir allex € M : (14+a)z =0).
ii) Falls I C Jac(A), so gilt M = {0}.
Beweis.

i) Induktion nach n, der minimalen Anzahl der Erzeuger von M.
n=0: M =0, Klar.

n—1—n: Sei z1,...,x, ein Erzeugendensystem von M. Definiere N := M/(z,).
Seim: M — N die Quotientenabbildung. Dann folgt N = (7 (z1),...,7(zn-1)).
Nun gilt /- N =N, dafiry € Neinxz € M =1-M mit n(z) = y existiert,
und somit a; € I sowie ; € M mit y = > a;w(%;) € I - N existieren.

Nach der Induktionsannahme existiert ein b € I, sodass (1 +b)- N = {0} C
N = M/@,). Dann gilt

(L+b) M C (zn)

= (1+0)-M=(1+ ) ([ M)=1-(1+0)-M)C1I-(zy)
=dcel:(1+b)x,

(1—|—b—c)xn:0

= (1+b—c)(14+b)M = {0}.

Dabeiist (1+b—¢)(1+b)=(1+a)mita=b—c+b*—bcel.

ii) Sei x € M. Nach Punkt i) existiert ein a € I mit (1 + a)z = 0. Da a € Jac(A),
folgt nach Proposition 1.14 dann 1 4+ a € A*; also gilt z = 0. m

[16. April 2018

[19. April 2018]

Nachtrag zu Bemerkung 2.17: Sei A = Z[T},...], p = evp—o: A — Z und M = 4Z,

also p-z=p(0,...) -z fir p € A, z € Z. Wir behaupten, dass M (als A-Modul) endlich
erzeugt, aber nicht endlich prasentiert ist.

Beweis. M ist offensichtlich endlich erzeugt.
Angenommen, M ist endlich présentiert. Dann existiert eine surjektive, A-lineare
Abbildung f: A™ — M, sodass ker f endlich erzeugt ist. Sei e; = (0,...,1,...,0) € A",

15



2 MODULN

wobei die 1 im j-ten Eintrag steht. Definiere nun z; = f(e;) € Z. Dann ist ker f =
{p=(p,...pn) € A" | T2 p;(0)2; = 0}.

Nach obiger Annahme existieren nun p(), . .., p{"™ & ker f mit ker f = <p(1), . ,p(m)>A.
Schreibe p = (pgi), e ,pﬁf)). Wahle N > 0, sodass T in keinem der pg-i) auftritt.
Betrachte T), - ¢; € ker f. Es existiert dann ein Q9 € A mit Ty - ¢; = Y1, QU)p®,

Folglich gilt >°7" , Q(i’j)p,(f) = 0;;, Ty fir alle 1 < k < n. Damit erhalten wir

> m QWD = 2T =3 Q0D 3 ). *)
k=1 i=1 i=1 k=1

Wir betrachten nun den Ringhomomorphismus ¢,, : A — Z[Tx] mit ¢(7;) = 0 fir i # N.
Wendet man ¢,, auf (*) an, so ergibt sich

300 (QU9) - 3 2k (W) = 2 - onl(Ti) .
i=1 k=1 —

N——

T,
P4 (0,...) "

Z:Zl zkpr(0) =0, da p](j) € ker f

Also gilt z; = 0, und da j beliebig ist, auch f = 0. Das ist aber ein Widerspruch zur
Surjektivitat von f. O]

Korollar 2.19. Sei M ein A-Modul, N, N' C M A-Untermoduln mit N' endlich erzeugt
und I C Jac(A) ein Ideal in A. Falls M = N + IN' gilt, so folgt bereits M = N.

Beweis. Wir zeigen zunéachst, dass /n endlich erzeugt ist. Es gilt M = N +1- N’ C

N+ N’ C M. Also ist die Komposition N’ < M — M/n surjektiv, weil fir x + N € M/n

wegen M = N + [N’ dann y € N und ¢ € N’ mit x = y + 3/ existieren, sodass also

r+N=y+y +N=y +N e€im(N' — M — M/n)

gilt. Da N’ endlich erzeugt ist und N' — M/n surjektiv ist, ist auch M/~ endlich erzeugt.
Weiterhin gilt M/n = I - M/n, denn fiir z + N € M/N existieren wegen M = N + I - N’

dann 3y’ € N sowie a; € [ und y} € N' mit x = ¢ + X a;y., sodass also z + N =

Yayi+ N =Y a;(y. + N) gilt, was in [ - M/n liegt. Die andere Inklusion ist trivial.
Mit NAKAYAMAS LEMMA folgt nun /v = {0}, also M = N. O

Bemerkung 2.20. Sei M ein A-Modul sowie I C A ein Ideal.
i) Falls I - M = {0}, so ist M ein 4/1-Modul via (a + I) - x = ax.
ii) Da I-M/im = {0}, ist M/1m ein A/r-Modul.
Korollar 2.21. Sei (A,m) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul sowie

Tl Ty € M undm: M — M/wpm. Falls M/mm von w(xy), ..., 7(xy,) als A/m-Vektorraum
erzeugt wird, erzeugen die x; schon M als A-Modul.

Beweis. Die 7(x;) sind ein Erzeugendensystem von M/ma als 4/m-Vektorraum, also auch
als A-Modul. Deshalb gilt (z1,...,2,), + mM = M. Mit Korollar 2.19 folgt nun M =
(T1,.. ., %) 4 O
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2.4 Tensorprodukte

Definition 2.22. Seien M, N, P A-Moduln Eine Abbbildung h: M x N — P heifit
A-bilinear, falls die Abbildungen

h(z,—): N — P,y h(z,y)
h(_ay): M_)P’ x/'_)h('r,ay)
A-linear fiir alle x € M und y € N sind.

Proposition 2.23 (Existenz des Tensorprodukts). Seien M, N A-Moduln.

i) Es existiert ein Paar (T, h), wobei T ein A-Modul und h: M x N — T A-bilinear ist,
sodass fir alle (P, g) mit P A-Modul und g: M x N — P A-bilinear eine eindeutige
A-lineare Abbildung A\: T — P existiert, sodass das Diagramm (a) kommutiert.

ii) Falls (1", k') ein weiteres Paar mit der universellen Figenschaft 1) ist, so existiert
ein eindeutiger Isomorphismus von A-Moduln X\: T — T, sodass das Diagramm
(b) kommutiert.

MxN T MxN—r,T
x g NJA
P T

(a) (b)

Beweis.

i) Sei D := AM*N) der freie Modul mit Basis M x N. Die Elemente von D sind also
Linearkombinationen der Form Y a;[x;y;] mit a; € A sowie z; € M und y; € N.

Sei U C D der A-Untermodul erzeugt von
lax + a2’ y| — alz,y] — d'[2, 9]
[z,ay + a'y'] — alz,y] — a'[2", 4]
fiur alle a,a’ € A, z,2" € M und y,y’ € N. Betrachte T := P/v und
h: M xN — D—Dju
(z,y) — [z,9].
Nach Konstruktion ist h bilinear.

Nun zur universellen Eigenschaft. Sei hierzu (P, g) mit einem A-Modul P und einer
A-linearen Abbildung g : M x N — P gegeben. Betrachte

XD — P,
[yl = g9((x,v)),

17
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die eindeutig bestimmte A-bilineare Abbildung mit dieser Eigenschaft, wie wir nun
zeigen.

Es gilt A(U) = {0}, da

Mlaz + a2 y] — a[z,y] — d'[2',y]) = g(ax + d'2’,y) — ag(z,y) —d' (2", y) =0

gilt (die andere Erzeugerdarstellung funktioniert analog).
Wir erhalten also das folgende kommutative Diagramm.

D2

//Z
l A
Es gilt hierbei A(h(z,y)) = A([z,y]) = g(z,y), also Ao h = g.

Zur Eindeutigkeit: Sei b’ : P/u — P eine weitere A-lineare Abbildung mit X' oh = g.
Dann gilt X ([z,y] + U) = X (h(z,y)) = g(x,y) = X[z, y] + U), also folgt A = X,
da P/u von {[z,y] + U} als A-Modul erzeugt wird.

ii) Sei (1",1') ein weiteres Paar mit der universellen Eigenschaft. Wir erhalten die
zwel kommutativen Diagramme (a) und (b).

MxN 1 MxN T MxN -1

Mx N —"
\ 3 \ iaw P/OA \ lidT
h' R + h h
/ T T/ T/

(a) (b) () ()

~

-

Vergleiche nun (c) und (d), woraus aber aufgrund der Eindeutigkeit aus i) bereits
A o X = idy folgt. Analog folgt A o A = id¢v, also ist A bijektiv. H

Definition 2.24. Das Paar (T, h) aus Proposition 2.23 heifit das Tensorprodukt von M
und N tiber A. Wir schreiben T'= M ®4 N sowie h(z,y) =z @y fir z € M und y € N.

Bemerkung 2.25.
i) Die Notation ,x ® y“ kann missverstandlich sein, wenn nicht klar ist, was M und
N sind.

Sei beispielsweise M = Z, N = Z/2z, A = Z und M’ = 27Z. Betrachte x = 2 und
y=1Dammgilt 2@ 1 =0in Z®z%>22,denn2®1 =211 =1®2-1=0,
aber 2® 1 # 0 in 2Z ®z %/2z, da [2,1] € D \ U. Schonere Begriindung (derzeit noch
heuristisch): 2Z = Z via 2 — 1, und somit

27 ® L = 7 R Ller = Loz,
21 —1®1 — 1.

18
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ii) Die Abbildung M x N L M ®4 N ist im Allgemeinen nicht surjektiv, aber
<imh>A:M®AN.

Bemerkung 2.26.

i) Seien f: M — N und g: M’ — N’ A-linear. Dann ist M x M’ IX9, N x N' =
N ®4 N’ A-bilinear; wir erhalten also das folgende kommutative Diagramm.

Mx M —I 0 N« N

Mg M 2% Ne, N

ii) Seien M L N % P Alinear. Dann gilt (go f)®idyy = (g @idpy) o (f @idpy).

Proposition 2.27. Seien M, N, P A-Moduln. Dann existieren eindeutig bestimmte Iso-
morphismen:

) MOuNS N Mz@y—yQx

i) ( M&EN)QAP S (M@4P)& (N4 P), (2,9) @z — (2@ 2,y® 2)
i) (MRsN)@sP > Mea(N@4P),(2Ry) @218 (ya 2)

iv) A@a M = M, (a® z) — az

[19. April 2018]
[23. April 2018]

Beweis. Wir beweisen hier nur exemplarisch ii); die anderen Aussagen sind Ubungsauf-
gaben oder lassen sich sehr analog beweisen.

Die Abbildung (M @ N) X P — (M @4 P) ® (N ®4 P), ((x,y),2) — (z ® 2,y ® 2) ist
A-bilinear, folglich faktorisiert sie tiber das Tensorprodukt (M & N) ®, P:

(M®&N)x P —— (M®4P)® (N ®aP)

o
J -7 Tan

(M@ N)®s P

Folglich gilt: A((z,y) ® 2) = (z ® 2,y ® 2).
Wir konstruieren nun eine Umkehrabbildung. Betrachte hierzu die Abbildungen

iv:M— M®&N,z— (z,0)
ZNNHM@)N?Z/'_)(an)

und das folgende kommutative Diagramm.
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M@A P iy ®idp (M@N) ®A P iN®idp N®A P
\ awT /
IM® 4 P } INQy P
(M ®4 P)® (N ®aP)
Nun gilt
Nz@z,y®2)=N(z®2,0)+ N0,y ® 2
= N(imep(T ® 2)) + N(ing (Y ® 2'))

= (z,0)® 2+ (0,y) ® ¢,

also folgt aufgrund der Bilinearitat des Tensorprodukts
Ao X)((z,y) @2) =N(z®2,y®2)=(2,00®2+(0,y) ®2z = (2,y) ® 2.

Genauso erhalten wir (Ao N)(z® 2,y ® 2') = (x ® 2,y ® 2’), also folgt X' o A = id und
Ao XN =id. ]

Korollar 2.28. Sei M bzw. N ein freier A-Modul mit Basis (x;)ier bzw. (y;);es. Dann
ist M @4 N ein freier A-Modul mit Basis (x; ® Yj)icr,jes-

Beweis. Es gilt M = @ A und N = @ A. Daraus folgt

iel jeJ
iel jeJ iEIjN’_/ iel jeJ

Proposition 2.29 (Adjunktion von ® und Hom). Seien M, N, P A-Moduln. Dann
existiert ein eindeutiger Isomorphismus von A-Moduln

®: Homu(M ®4 N,P) — Homu(M,Homu(N, P)),
[ = = (y— fr®ay))
Beweis. ® ist wohldefiniert und A-linear. Wir suchen nun eine Umkehrfunktion W :

Hom (M, Homy (N, P)) — Homu(M ®4 N, P). Sei g € Homyu (M, Homa(N, P)). Be-
trachte

Mx N (l“,y)H(g(I))(y)/$ p

l )
M®a N

x) A-linear sind. Nun folgt

U(g) ist A-linear, da g und g(z

/—\

(V(g)(r®y) = (9(x))(y)
(o) (fN)r@y)=((p()=)(y) =(flze ))(y) = flzy)
((po)(9)(x) = W(g)(r®@ )= (9(x))(_) = g(z). O
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2.5 Flache Moduln
Definition 2.30. Eine Sequenz von A-Moduln

fie1

M;
s My = My M

(Sequenz kann endlich sein, aber auch unendlich nach links, rechts oder nach beiden
Seiten) heiflt ezxakt wenn im f; 1 = ker f; fir alle ¢ € Z gilt. Insbesondere gilt:

0 — M L5 M exakt <= f injektiv
M -5 M — 0 exakt <= ¢ surjektiv
Eine kurze exakte Sequenz ist von der folgenden Form:
0—M LML M —0 = f injektiv, g surjektiv, im f = ker g
Proposition 2.31.
i) Sei
My 5 My 2 My — 0 (%)
eine Sequenz von A-Moduln mit g — g o f;. Dann sind dquivalent:
a) (*) ist exakt.
b) Fir alle A-Moduln N ist die Sequenz
0 — Hom(Ms, N) 2 Homa(Ms, N) 25 Hom (M, N)
exakt.
ii) Sei
O—)NlLNQLNg (**)
eine Sequenz von A-Moduln mit f +— g; o f. Dann sind dquivalent:
a) (**) ist exakt.

b) Fiir alle A-Moduln M ist die Sequenz
0 — Homu (M, N;) — Homa (M, Ny) — Hom (M, N3)
exakt.

iii) Sei (*) wie in i). Falls (*) exakt und N ein A-Modul ist, so ist die Sequenz
My @4 N 229 0, @0 N L2 M@y N — 0

exakt.

Beweis.
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zu i) und ii): siehe Ubungsblatt 3.
zu iii): Sei (*) exakt und P ein A-Modul. Dann folgt mit i)

0 — Homu(Ms, Homu(N, P)) — Homa(Ms, Homa(N, P)) —— Hom,(M,, Homu(N, P))
I Ad I R

00— Homa(Ms @4 N, P) ~ 2 Homa(My @4 N, P) ~P9Y° Homu (M, @4 N, P)

Da die obere Sequenz exakt ist, ist auch die untere Sequenz exakt. Da P beliebig
ist, folgt wieder mit i) die gewtinschte Exaktheit. O]
Bemerkung 2.32.

i) Sei f: M — M’ eine surjektive A-lineare Abbildung. Dann ist f®4idy: M @4 N —
M'" ®4 N auch surjektiv.

ii) Ist f injektiv, so ist f ® idy nicht notwengierweise injektiv. Sei beispielsweise
a € A\ A% kein Nullteiler. Betrachte f : A — A,z +— ax. Da a kein Nullteiler
ist, ist f injektiv. Betrachte nun N = 4/(a) und das folgende (nichtkommutative!)
Diagramm.

A®s @ 2% A®4 40
I I
A/(a) % A/(a)
Definition 2.33. Ein A-Modul N heiit flach (,,flat*), wenn fiir alle A-linearen injektiven
Abbildungen f: M’ — M dann auch
fRidy: M @4 N — M @4 N
injektiv ist.
Beispiel 2.34.
i) Wenn N frei ist, ist N auch flach.

Beweis. Ist N frei, so gilt @;c; A = N. Sei f: M’ — M injektiv. Betrachte nun
das folgende Diagramm.

M@ N L8 pre, N
I
EBZEI(M/ ®a A) 112
It
Dier M’ Dicr M
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i) Ist a € A\ A* kein Nullteiler, so ist 4/(a) nicht flach.
Proposition 2.35. Sei N ein A-Modul. Dann sind dquivalent:
i) N ist flach.

ii) Falls
0— M —M-— M —0

exakt ist, so ist auch
0— M4y N— M4 N — M@, N—0
exakt.
iii) Falls
L — i,lgMiL i1 — ..
exakt ist, so ist auch

. 1®id . ®id
%Mi®AN&>Mi+1®AN—>---

— M1 ®a N
exakt.

Beweis. Die Implikationen iii) = ii)“ und ,ii) = i)“ sind klar. Gelte also i). Betrachte
nun das folgende Diagramm.

0 /O
im f;
e
My —I2 v L M,
fica
Mic1 fyer f;
0 0

Wir nennen die griine bzw. rote bzw. blaue Sequenz @ bzw. @ bzw. @ Diese sind

jeweils exakt. Da N flach ist, bleiben @, @ und @ nach dem Tensorieren (= ®, N)
exakt. Somit gilt:
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Exaktheit von ,,@ ® N«

im(fi_l ® idy) ker(ﬁ ® idy)
Exaktheit von ,,@ QR N« Exaktheit von ,,@ ® N«
im(fi_l (24 ldN) ker(fi X ldN)

Wir beweisen im(ﬁ-_l ®idy) = im(f;_1 ® idy) noch genauer.
,2¢ Klar.

,C“ Sei z € im(f;_; ® idy). Dann existiert ein y € Mi-1/ker f;_, mit (fl-,l ®idy)(y) = .
Da m ® idy surjektiv ist, existiert ein z € M; 1 ® N mit (7 ® idy)(2) = y. Dann
gilt z = (fi-1 @idy) (7 ® idn)(2)) = (fi-1 @ idn)(2).

Somit gilt iii). O

[23. April 2018)]
[26. April 2018]

3 Algebren

3.1 Grundbegriffe

Definition 3.1. Sei A ein Ring. Eine A-Algebra ist Paar (B, ¢), wobei B ein Ring und
¢: A — B ein Ringhomomorphismus ist. Wir nennen die A-Algebra (B, ¢) auch kurz B.

Bemerkung 3.2.
i) Jeder Ring ist eine Z-Algebra auf eindeutige Art.

ii) Ist B eine A-Algebra, so ist 4B ein A-Modul. Die Multiplikation B x B — B ist
A-bilinear.

iii) Wenn B eine A-Algebra und C eine B-Algebra ist, dann ist C' auch eine A-Algebra
(durch Verkniipfung der Abbildungen).

Definition 3.3. Seien (B, ¢p), (C, pc) A-Algebren. Ein Ringhomomorphismus f: B —
C heiit A-Algebrenhomomorphismus, wenn folgendes Diagramm kommutiert.

BLC’

ol

A
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Beispiel 3.4. Sei B eine A-Algebra und b € B. Betrachte den Ringhomomorphismus
evy: Alt] — B. Dann kommutiert das folgende Diagramm.

Alt] =~ B

17

A

Folglich ist ev, ein A-Algebrenhomomorphismus.

Definition 3.5. Sei B eine A-Algebra. B heif3t endlich erzeugte A-Algebra, wenn ein
n > 0 sowie by, ..., b, € B existieren, sodass

surjektiv ist.
Bemerkung 3.6. Sei B eine A-Algebra. Falls 4B ein endlich erzeugter A-Modul ist,

dann ist B eine endlich erzeugte A-Algebra; die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch
(Gegenbeispiel ist z.B. der Polymomring).

Lemma 3.7. Sei B eine A-Algebra und N ein B-Modul. Falls N ein endlich erzeugter
B-Modul und aB endlich erzeugt als A-Modul ist, dann ist AN endlich erzeugt als
A-Modul.

Beweis. Sei {y1,...,y,} Erzeugendensystem von N als B-Modul und {zy,...,z,} ein
Erzeugendensystem von B als A-Modul. Dann ist aber {x;y;} Erzeugendensystem von
4N als A-Modul. O

3.2 Skalarerweiterung

Bemerkung. Sei M ein A-Modul, B eine A-Algebra. Betrachte B ® 4 M. Fixiere i/ € B.
Betrachte die Abbildung

BxM — BxM — B®sM
(b,x) +— (Ubx) — VbR

Diese Abbildung ist bilinear (®, ist A-bilinear, Multiplikation auf B ist A-bilinear).

Bx M (b,x)—(b'b,x) Bx M
B ®A M e » B ®A M

Definition 3.8. Definiere nun

m:BxBsM — BsM
y) — my(y)
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3 ALGEBREN

Behauptung: (B®4 M, +, -) ist ein B-Modul (wobei die Multiplikation durch m definiert
wird).

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die Assoziativitat: Seien b”,0 € Bund y € B ®4 M.
Zeige m(V",m(V,y)) = m(b"V,y). Sei y = > b; @ x; fir b; € B,z; € M. Dann ist
m(b”, m(b’, E bl (%9 iL'Z)> = m(b”, Z b,bl X iL‘Z> = E b”b/bi X x; = m(b"b', Z bz X IEZ) ]

B ®4 M heiBt Skalarerweiterung von M nach B. (,extension of scalars”)
Bemerkung 3.9. Sei f: M — N A-linear und B eine A-Algebra. Dann ist
idp®f: By M — B®y N
eine B-lineare Abbildung.
Beweis. Sei ! € Byy=Yb;® x; € B®4 M. Dann gilt
(dp@f) (V- (@) = (dpef) (b @) =Y ids(tb) ® f(x:)
=Y Uhi® fla) =V (Y bi® fla) =V (idy@f) (b @) O

Satz 3.10 (Adjunktion von Skalarerweiterung und Restriktion der Skalare). Sei B eine
A-Algebra, M ein A-Modul und N ein B-Modul.

i) Sei f: M — sN A-linear. Dann existiert genau eine B-lineare Abbildung
fB: B4 M — N

mit fp(b®x) =bf(x).
ii) Die Abbildung ®: Homy(M, sN) — Hompg(B ®4 M, N), f — fp ist A-linear und
bijektiv.
Beweis.

i) Betrachte B x M — N, (b,z) — bf(x). Diese Abbildung ist A-bilinear, da f
A-linear und B eine A-Algebra ist. Folglich kommutiert

BxM —— N

l 3fp A-linear
B &4 M.
Es verbleibt die B-Linearitat von fp zu zeigen, was analog zu Bemerkung 3.9

geschieht.

ii) Wir konstruieren eine Umkehrabbildung W: Hompg(B ®4 M, N) — Hom4 (M, 4N).
Sei g: B®4 M — N. Definiere ¥(g) :=g(1® ): M — N,z +— g(1 ® z). Dabei
ist g(1 ® _) tatséchlich A-linear, da g(1 ® ax) = g(a(l ® x)) = ag(1l ® z) gilt.
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Zeige nun noch (Vo @)(f) = f und (® o ¥)(g) = ¢. Hierzu gilt

(Wo@)(f))(z) = (()Ar)=fil®z)=1-f()

und
(@oW)(g)(b@x) = (V(9)pb@x) =b-(¥(9))(x) =b-g(1®x) =g(b® ).
Kurzes Nachrechnen liefert schliefSlich, dass ® auch A-linear ist. m

Lemma 3.11. Sei B eine A-Algebra, N ein B-Modul und M ein A-Modul.
i) N®y M ist ein B-Modul via b- (X y; @ x;) = > by; ® x;.

ii) Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus N @4 M — N ®p (B ®4 M) von
B-Moduln mit y @ z — y ® (1 @ ).

Beweis.
i) So wie bei der Erweiterung der Skalare.
ii) Ubung. O

Proposition 3.12. Sei B eine A-Algebra, C eine B-Algebra und M ein A-Modul. Dann
existiert genau ein Isomorphismus

CRsM+— C®p(B®aM)
von C-Moduln mit c® x — c® (1 ® z).
Beweis. Nach Lemma 3.11 existiert genau ein Isomorphismus von B-Moduln
fiCRsM— CRp(B®sM)

mit f(c®z) =c® (1 ® x). Wir zeigen noch, dass f C-linear ist. Sei z =Y ¢; ® z; mit
den ¢; € C'. Wir erhalten

ZCZ(X)ZEZ = (E:CCZ@)x)zz:f(cci@)xZ chl ® (1® x;)
—CZCZ (1® x;). O

Satz 3.13. Sei B eine A-Algebra, M ein A-Modul sowie (P) eine der folgenden Eigen-
schaften:

i) frei
) endlich erzeugt
iii) endlich prasentiert
)

iv) flach
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3 ALGEBREN

Dann gilt: Falls M die FEigenschaft (P) als A-Modul hat, hat B ® 4 M die Eigenschaft
(P) als B-Modul.

Beweis.

i)

ii)

iii)

iv)

Sei M ein freier A-Modul. Folglich gilt M = @,c; A und wir erhalten
B®sM=B® (@A) >@PBesA)=PB
iel iel iel
als B-Moduln mit Bemerkung 3.9.

Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann existiert eine surjektive, A-lineare
Abbildung f: A™ — M. Folglich ist

id3®fZB®AAn—>B®AM

surjektiv nach Proposition 2.31 und B-linear nach Bemerkung 3.9. Aber wir haben
eben gesehen, dass B®4 A" = B" = B ®4 M endlich erzeugt ist.

Sei M als A-Modul endlich présentiert. Dann existiert eine surjektive Abbildung
fi A" — M mit endlich erzeugtem Kern, weshalb wiederum eine surjektive Ab-
bildung g: A™ — ker f existiert. Betrachte nun ¢': A™ — ker f — A", hierbei gilt
im ¢’ = ker f. Somit existiert eine exakte Sequenz der Form

A" — A" — M — 0.

Aus Proposition 2.31 folgt nun, dass es die folgende exakte Sequenz gibt:
BA" — BQA" — B4 M — 0
Damit ist auch B ® 4 M endlich prasentiert als B-Modul.

Ubungsblatt 3. O

[26. April 2018]

[30. April 2018]

Satz 3.14. Seien A ein Ring sowie B und C' A-Algebren.

i)

ii)

Es existiert eine eindeutig bestimmte A-bilineare Abbildung
m: BsOxBRs4C — B, C
mit m(b® ¢,b @ ) = bb' ® cc.

(B®a C,+,m) ist ein Ring (und sogar eine A-Algebra).
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iii) Die Abbildungen

B — B®sC C — B®yC
b — b®1 c — 1®c

sind Ringhomomorphismen.

iv) Das Diagramm

kommutiert.

v) Sei D ein Ring sowie B %D undC %D Ringhomomorphismen, sodass

D<TB

I

C +— A

kommutiert, dann existiert genau ein Ringhomomorphismus A\: B ®4 C' — D mit

Beweis.

i) Betrachte fiir (b, ¢) € B x C' die A-bilineare Abbildung B x C — B®,4 C, (b'¢) —

bl ® cc’ mit
BxC —— B®,sC
-1
l /,’////H!Lpa,’c) A-linear
B®aC.

Daraus folgt, dass das Diagramm

b,c)—¢(b,c)

BxC ( Homu (B ®4 C,B® A, C)A — bilinear

I

,//'//é!go A-linear

B, C -
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kommutiert.

Nach Definition von ® gilt nun
mbe e, b @cd)=(p(b®c)t' @) = ppeol @) =0 cc.

ii) Nachrechnen mit i) und Rechenregeln fiir ®, wobei 1pg,c =1 ® 1 zu beachten ist.

iii) Die Abbildungen pp: B — B®4 C,b+— b® 1 erfillt pp(l) = 1 und ¢p(bV') =
w5 (b)ps (V).

iv) Firace Agilt: a®@al=0a-(1®a1) =1®4a.
v) Existenz von \: Betrachte die Abbildung

Bx(C — D
(b,c) — ©(b) - ¥(c)

Sie ist A-bilinear und faktorisiert damit tiber das Tensorprodukt zu A\: B&,C — D
A-linear. Zeige nun: X ist Ringhomomorphismus. Dazu b,0’ € B, ¢, € C-

A @)t @) = ob)pt)P(c)(c) = Ab@ Al @ )

Bemerkung. Seien R, S beide A-Algebren, A\: R — S sei A-linear, sei {x;} Erzeu-
gendensystem von R als A-Modul. Falls A(x;, z;) = A(z;)A(z;) und A(1) = 1, also
ist A ein Ringhomomorphismus.

Nun zur Eindeutigkeit: Sei X' ein weiterer Ringhomomorphismus wie oben. Dann
ist A" A-linear, reicht also auf reinen Tensoren zu priifen.

Nb@e)=XN((bx1)-(1®c)=¢b) (c)=Ab&c)

wobei die vorletzte Gleichheit daraus folgt, dass A’ Ringhomomorphismus ist, sodass
das Diagramm kommutiert. O]

Beispiel 3.15. Sei B eine A-Algebra und C' = A[t]. Dann ist B ®4 A[t] = B[t] (als
A-Algebra, da

kommutiert und Blt] dafir universell ist.
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4 Moduln iiber Hauptidealringen

Es sei an dieser Stelle nochmals auf folgende Literatur verwiesen:

[Lan02]  Serge Lang. Algebra. Springer New York, 2002.
[Hun80] Thomas W. Hungerford. Algebra. Springer New York, 1980.

Zur Erinnerung: Sei A ein Ring. A heifit Hauptidealring (,,principle ideal domain®),
falls A ein Integritéitsbereich und jedes Ideal ein Hauptideal ist. Wir wissen, dass jeder
Hauptidealring faktoriell ist.

Sei M endlich erzeugter A-Modul. Unser Ziel ist es, M als direkte Summe in A-Moduln,
die sich nicht weiter zerlegen lassen, zu zerlegen. Unsere Hauptanwendung wird dann

sein: Betrachte A = k[t], k Korper, M = Modul assoziiert zu (V, 1), wobei V ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum ist und ¢ € End, (V).

4.1 Freie Moduln

Bemerkung 4.1. Sei F' ein freier A-Modul und {z;}er, {y};es Basen von F. Dann
existiert eine Bijektion zwischen [ und J.

Beweis. Ubungsblatt 3. [

Wir werden die folgende Notation verwenden: rk F' := |I| € Z>o U {oo} heiit Rang von
F.

Satz 4.2. Sei A ein Hauptidealring, F freier A-Modul, M C F Untermodul. Dann ist
M frei und rk M <tk F.

Beweis. Wir beweisen das nur fiir den Fall rk F' < oo (siehe | , Theorem 6.1] fiir

den allgemeinen Fall).
Sei {z1,...,2,} Basis von F' (tk F =n). Fiir r € {1,...n} definiere

M, = (xq1,...,2.)a N M.
Wir behaupten, dass M, frei und rk M, < r ist, und zeigen dies per Induktion nach r.

r = 1: Wir haben M; = (21) 4N M; dann gibt es einen Isomorphismus ¢: A = (21), a —
ax,. Folglich ist o~ '(M;) C A ein Ideal und es existiert ein a € A mit p~1(M;) =
(a); es folgt also
A a#0
M, = (ax) = ’
1= am) {O a=0.
Beachte dabei: {x;} ist linear unabhéangig, also ax; # 0 < a # 0.
r — r + 1: Betrachte
I={a€A|Jay,...,a, € A:ayx1+...0,2, + ax,41 € M}.

Dabei ist I C A ein Ideal, es existiert also ein a,.; € A mit I = (a,41).
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1. Fall: a,41 = 0. Dann ist M,y; = M, frei (nach Induktionsannahme) sowie
rtk M, 1 <.

2. Fall: a,,1 # 0. Es existieren also ag,...,a, € A mit w := a1x1 + -+ + a,x, +
Ar1%r41 € M.

Nun ist unser Ziel, M,,; = M, @ (w) zu zeigen.

Sei also © € M, ;. Somit existieren by,...,b.41 € A, sodass x = bjz; +
«++ 4+ byy12,41. Dann folgt b1 € I = (a,41), es existiert also ein ¢ € A mit
b4+1 = ca,yq1. Betrachte nun v := z — cw. Fiir v gilt dann

r

v = Z(bz - Caz')iﬂi + (br+1 - C&r+1)l“r+1 € <5L“1, ce ,$r>M = M,.

i=1
Also gilt = v + cw € M, + (w).

SchlieBlich gilt M, N (w) = {0}, da fir x € M, N (w) dann = = bw =

baixry + ...bay 17041 My ba,.1 = 0 folgt, also b = 0 gilt, da a,1 # 0.

Insgesamt erhalten wir tatséchlich M, = M, & (w) frei vom Rang < r+1. O

Korollar 4.3. Sei A Hauptidealring, M endlich erzeugter A-Modul und M' C M Unter-
modul. Dann ist M' endlich erzeugt.

Beweis. Da M endlich erzeugt ist, existiert ein freier A-Modul F' mit rk F < oo und
eine surjektive, A-lineare Abbildung f: F — M. Betrachte f~'(M’) C F. Nach Satz 4.2
ist F' := f~1(M’) nun frei und es gilt rk F” <1k F' < oo und f|p: F' — M’ ist somit
surjektiv, also ist M’ endlich erzeugt. O

4.2 Zerlegung in freien Anteil und Torsionsanteil

Definition 4.4. Sei A ein Integritéitsbereich und M ein A-Modul.

i) Sei x € M. x heifit Torsionselement genau dann, wenn es ein a € A\ {0} gibt,
sodass ax = 0 gilt.

ii) Moy := {& € M | x ist ein Torsionselement} C M ist ein Untermodul, da A
nullteilerfrei ist.

iii) M heifit Torsionsmodul genau dann, wenn M = My,,. M heifit torsionsfrei genau
dann, wenn M, = {0}.

Lemma 4.5. Sei A Integrititsbereich und M ein A-Modul. Dann ist M/, torsionsfrei.

Beweis. Sei x + Myoy € M/Mi,. Angenommen, es existiert ein a € A,a # 0 mit a(z +
Mior) = 0 4+ Mio,. Dann folgt ax € M., es existiert also ein b € A, b # 0 mit bax = 0.
Da ba # 0 gilt, muss schon x € M;,, gelten. O]

Bemerkung 4.6.
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i) Sei M ein Modul iiber einem Integritatsbereich. Ist M frei, so ist M auch torsionsfrei.

ii) Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. Dazu sei A ein Integritétsbereich und
I C A ein Ideal. Dann ist [ torsionsfrei (klar), aber nur genau dann ein freier
A-Modul, wenn [ ein Hauptideal ist.

Beweis. Fir die Hinrichtung sei [ frei mit {x;};c;. Angenommen, |J| > 2. Dann
existieren i; # iy € J. Mit a; = x;, und ay = x;, gilt a1, + asx;, = 0; z;, und x;,
sind also linear abhéngig.

Fiir die Riickrichtung betrachten wir das folgende Lemma. O

Lemma 4.7. Sei A ein Hauptidealring. Ist M ein endlich erzeugter, torsionsfreier
A-Modul, so ist M frei.

[30. April 2018]
[3. Mai 2018]

Beweis. Sei {x1,...,x,} ein Erzeugendensystem von M. Seien 1 < iy < -+ < i, <m
maximal, sodass {x;,,...,x;, } linear unabhéangig ist.

Wir behaupten, dass fiir alle j € {1,...,m} ein a; € A\ {0} existiert, sodass a;z; €
(®iy,...,x;,). Der Fall j € {iy,...,i,} ist klar. Sei also j ¢ {iy,...,i,}. Dann ist
{xi,...2;,,z;} linear abhéngig. Folglich existieren a;,,...,a;,,a; € A sodass a;, x;, +
-+ a;,x;, + ajx; = 0, wobei nicht alle a; = 0 sind. Also gilt a; # 0 (sonst wéren
Ty, ... x;, linear abhingig).

Betrachte a :== ay ... a,, € A\{0}. Dann gilt aM C (z;,,...,x;,) = A" (frei). Betrachte

po: M — M,

r +—— ax.

@ ist A-linear und injektiv, da a # 0 und M torsionsfrei ist. Weiterhin ist im ¢ = aM C
(miy,...,x;,) frei. Folglich gilt M = im ¢, wobei letzteres ein Untermodul eines freien
Moduls, also nach Satz 4.2 selber frei ist. O

Lemma 4.8. Sei A ein Ring und f: M — N eine surjektive, A-lineare Abbildung mit
N frei. Dann existiert ein Untermodul M' C M mit M = ker f & M'. Insbesondere ist

M < ML N en Isomorphismus, also ist M’ frei.

Beweis. Sei {y;} ene Basis von N. Wahle z; € M mit f(z;) = y,. Betrachte M’ = (z;) .
Es gilt M = M’ + ker f. Dazu sei x € M. Dann existieren a; € A mit f(z) = Y a;y;.
Dann ist 2’ = Y a;z; € M' und f(2') = X a;y; = f(x), also liegt z — 2’ € ker f und es
folgt © =2/ + (z — 2') € M’ + ker f.

Es verbleibt, M’ Nker f = {0} zu zeigen. Sei 2’ = Y a;x; € M’ mit f(2') = 0. Daraus
folgt 0 = " a,y;, aber da die y; sind linear unabhangig, sind alle a; = 0 und es folgt
' =0. O
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Satz 4.9. Sei A ein Hauptidealring, M endlich erzeugter A-Modul. Dann existiert ein
Untermodul M' C M mit:

[ J M == M/ @ Mtor
o M'=M/y, ist endlich frei.

Beweis. Betrachte m: M — M/, (surjektiv). Nach Lemma 4.5 ist M/, torsionsfrei. Mit
Lemma 4.7 folgt M/a,,, frei und nach Lemma 4.8 existiert ein M’ C M mit M = M'® M,
(endlich erzeugt). O

4.3 Primarzerlegung
Definition 4.10. Sei A ein Ring sowie M ein A-Modul.

i) Anna(M) :={a€ A|Vx € M :ax =0} C A (ein Ideal) heiBit der Annullator von
M (auch Annihilator)

ii) Fir x € M sei Anny(z) := Anny((z)) = {a € A | ax = 0}.
iii) Sei a € A. Definiere M, :={x € M | ax =0} C M (ein Untermodul).

Lemma 4.11. Sei M ein A-Modul.

i) Sei f: M — N A-linear. Falls f injektiv ist, so gilt Ann(M) 2O Ann(N). Falls f
surjektiv ist, so gilt Ann(M) C Ann(N).

ii) Sei M = M'+ M". Dann gilt Ann(M) = Ann(M') N Ann(M").

iii) Sei A ein Integrititsbereich und M ein endlich erzeugter Torsionsmodul. Dann ist
Ann(M) # (0).

Beweis. Siehe Ubungsblatt 4. O

Lemma 4.12. Sei A ein Hauptidealring und seien ay, ..., a, € A paarweise teilerfremd
(also (a;,a;) = (1) firi # j) sowie a = ay...a,. Sei M der A-Modul mit M = M,.
Dann folgt My = My, & --- & M,, .

Beweis. Definiere b; := ¢ = [[;4 a;. Dann gilt bereits (b1, ...,b,) = (1). Denn sonst
wiirde ein primes p € A existieren, welches alle b; teilt. p teilt also insbesondere b, =
Iy aj, es existiert also ein j > 2 mit p | a;. Da p | by, existiert ein k # j mit p | ay, was
ein Widerspruch zu 1 = ged(ay, ai) ist.
Es existieren also dy,...,d, € A mit }_d;b; = 1. Wir zeigen nun M = M,, +---+ M, .
Sei x € M. Betrachte a;d;b;xz. Es gilt a;d;b;x = d;ax = 0, also d;b;x € M,,. Wir erhalten

folglich
xTr = Zdzblﬂf € ZMai'

Zeige nun noch M,, N> My, = {0}. Sei x € My, N5, M. Dann gilt a;x = 0 und
bix =0, da x =3, x; mit z; € M;.
Da (a;,b;) = (1), existieren ¢,d € A mit ca; + db; = 1, also x = ca;x + dbjz = 0. O
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Definition 4.13. Sei A ein Hauptidealring und p € A prim. Definiere

M(p):={r e M |3r>0:p'z=0}=J My,

r>0

einen Untermodul von M. Falls M endlich erzeugt ist, existiert ein » > 0 mit M, = M(p).

Es folgt p" € Ann(M(p)), also Ann(M(p)) 2 (p”), und es existiert ein s < r mit

Ann(M) = (p®), da A ein Hauptidealring ist. In diesem Fall gilt M,.-1 C M,« = M(p).
M heifit primdr, falls ein primes p € A mit M = M (p) existiert.

Satz 4.14 (Primérzerlegung von Torsionsmoduln tiber Hauptidealringen). Sei A ein
Hauptidealring und M endlich erzeugter Torsionsmodul iiber A. Dann ezistiert ein a # 0
mit Ann(M) = (a). Seien p1,...,p, € A prim mit (p;,p;) = (1) fir alle i # j und
T1yeooy T > 1 mit a=pi*...pl". Dann gilt

i) M=M(@p)@®- & M(pn)
i) Ann(M(p:)) = (p")
Beweis.
i) Da die pi',...,pi» paarweise teilerfremd sind, folgt M = Mp? ® -+ @® M,n nach
Lemma 4.12. Es bleibt M, = M(p;) zu zeigen.

,C“ Klar.

,2% Sei x € M(p;); es existiert also ein » > 0 mit p] = 0. Ist » < r;, so gilt
piix =0, also x € Mp:i. Sei umgekehrt r > r;. Dann gilt ged(pl, a) = p;*, es
existieren also ¢,d € A mit cp] + da = p;*. Damit folgt p;’x = cplx + dax = 0,
also auch hier x € Mp:z-.

ii) Esgilt (p;*) C Ann(Mp:,-) = Ann(M (p;)) nach Teil i). Somit gilt Ann(M (p;)) = (p;*)
fir s, < r;. Da M = M(p1) ® - - & M(pn), gilt Ann(M) = NAnn(M(p;)) >
p;t...pir, aber es gilt auch Ann(M) = (p7*...p").

Da (pi,p;) = (1) fiir i # j, folgt r; < s;. O
Bemerkung 4.15. M (p;) im Satz ist nach Lemma 4.12 von der Form b;M, wobei
bi — %.

b;

Definition 4.16. Ein A-Modul M heifit zyklisch, wenn ein x € M mit M = (z)4
existiert.. Es gilt M = 4/ann(z) (sieche Ubungsblatt 4).

Satz 4.17 (Zerlegung von primaren Moduln in zyklische Moduln). Sei A ein Hauptideal-
ring sowie M ein primdrer, endlich erzeugter A-Modul. Sei p € A mit Ann(M) = (p").
Dann existieren ganze Zahlen 1 < sy < --- < s, = r und Untermoduln My, ..., M; C M
mit

) M=M&--- &M, und
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ii) M; zyklisch mit Ann(M;) = (p%).
Beweis. Sei n die maximale Anzahl von Erzeugern von M.
n = 1: Klar.

n—1-—mn: Sei {zy,...,2,} ein Erzeugendensystem von M. Nach Lemma 4.11 ist
(p") = Ann(M) = N Ann(z;). Es existieren also Elemente t; < r mit Ann(z;) = (p"),
weshalb wiederum z; mit Ann(z;) = (p}) existieren. Setze U := (z,,) und N = M/u.
Betrachte m: M — N. Da 7 surjektiv ist, gilt Ann(M) C Ann(N), und wir erhalten
ein s <7 mit Ann(N) = (p°).

Es gilt N = (n(z1),...,m(x,-1)). Nach Induktionsvoraussetzung existieren Unter-
moduln Nq,..., Ny € N und Elemente 1 <t; <.-- <t =smit N = N1D---BN,
und N; zyklisch mit Ann(N;) = (p%).

[3. Mai 2018]

[7. Mai 2018]
Fixiere j € {1,...,k} und sei y € N, mit N; = (y). Wahle x € M mit n(2’) = v.
Dann gilt w(p'iz’) = pliy = 0, also 2" := p'iz’ € U. Da aber Ann(M) = (p"), folgt
O — p’/‘x/ — p’r’—t]'x//.
Lemma. Sei L ein zyklischer A-Modul mit Ann(L) = (p"), v € L und s < r. Falls
p*v = 0 gilt, so existiert ein w € L mit v = p"*w.

Beweis. Sei z € L mit L = (z) Dann existiert ein a € A mit v = az; es gilt also
0 = p*v = p°az. Wir erhalten p°a € Ann(L) = (p"), also existiert ein b € A mit
p®a = p"b, woraus a = p"~*b und schlielich v = p"~*bz folgt. n

Wir wenden nun das Lemma auf L = U, v = 2" und s = r — t; an. Folglich existier

ein 2” € U mit 2" = pliz™.

Definiere nun z := 2/ — 2. Dann gilt.

m(z) =m(z') —w(z") =y -0

ptj.% — ptj.’l,"/ _ ptja,;/// — w// _ m// — O (>|<)

Definiere M; := (x). Dafiir gilt 7(M;) = N; und ker(n|y,) = {0}. Denn sei v € M;
mit 7(v) = 0. Es existiert ein a € A mit v = az, also 0 = an(z) = ay und damit
a € Ann(y) = Ann(N;) = (pY). Also existiert ein b € A mit a = bp" und somit
v =bpliz =0, wobei letzteres mit Eigenschaft (*) folgt.

Folglich erhalten wir |y, @ M; =N Nj;. Wir zeigen nun M; N Y ; Mj = {0}. Sei
hierzu v € M; N Y5 4; M}, also w(v) € N; N Yj.; Ny = {0}, also v = 0.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass > M; = @ M; = M’ und w|py: M’ =N (das
gilt auf allen direkten Summanden). Daraus folgt M = M'@U. Wahle nun | = k+1,
s;j=t; (firj=1,...,k), s =r, M; =N, (fir j=1,...,k) und M; =U. ]
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Zusammenfassung: Sei A ein Hauptidealring und M endlich erzeugter A-Modul. Dann
gibt es ein r > 0 sowie prime py,...,p, € A, sodass fiir alle 1 < ¢ < n Zahlen
1<s;, <--- Ssili mit

Mo e DY)

i=1 j=1

existieren.

4.4 Anwendung auf Matrizen

Sei k ein Korper, V ein k-Vektorraum, dim V' < oo, ¢ € Endg(V) und M ein k[t]-Modul
zu (V).

Bemerkung 4.18.

i) M ist ein Torsionsmodul (denn sonst hatte M einen torsionsfreien Anteil, der
insbesondere frei tiber k[t| und damit unendlichdimensional iiber k wére).

ii) M ist zyklisch, da ein u € V mit (u,¥(u),¥*(u),...)r = V existiert.

Bemerkung 4.19. Ann(M) = {p € k[t] | p(¢) = 0 in End(V)} = (my), wobei m,, das
Minimalpolynom von ) ist.

Definition 4.20. Sei p(t) = t" 4+ a,_1t" ' + -+ + ag € k[t]. Definiere C(p) € M,,x, (k)
durch

(—ap) firn =1,
0 -+ 0 —ag
C = T. . _
(v) 1 ' “ firn > 1.
.0 :
0 1 —Anp-1

C(p) heiit Begleitmatriz zu p (,companion matrix*).
Bemerkung 4.21. x¢(, = p (charakteristisches Polynom von C(p) ist p).
Lemma 4.22. Sei M ein zyklischer k[t]-Modul.

i) dimV = degmy

ii) Sei n := deg(my) und v € V mit M = (v)gy. Seien po,...,pn—1 € k[t] mil
degp;, < n und py,...,pn—1 linear unabhdngig iber k. Dann ist (pov,...,Pp_10)
eine Basis von V' dber k.

Beweis. Sei my(t) =t" + a,—1t" '+ ... + ao.
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4 MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN

a) Wir zeigen (v,9(v),...,¢¥" 1 (v)); = V. Nach Bemerkung 4.18 gilt

(UW(U),W(U), .. >k =V.

Da m¢(w) =0, ist ¥"(v) € (v,9(v),...,¥" 1 (v)); und durch Induktion ergibt sich
P (v) € (v, Y(v), ..., "))

b) Wir zeigen, dass (pov, - -, pn—1v) linear unabhéngig ist. Seien b, ..., b, 1 € k mit
0 =Y b;p;v. Dann ist p := > b;p; € Ann(v) = Ann(M) = (my).

Da degp; < degm,, ist, folgt p = 0 und, da die py, ..., p,—1 linear unabhéingig sind,
ist blz"':bn,1 = 0.

Aus a) und b) folgen nun i) und ii). O
Lemma 4.23. Sei M ein zyklischer k[t]-Modul.
i) Es gibt eine Basis B von V. mit Mp(¢) = C(my).

ii) Falls my(t) = (t — \)", so existiert eine Basis B" von V mit

Al 0
A
Mp/ () = e In(A)
0 A
Beweis. Sei M = (v) k.
i) Definiere v; = ¢*(v) fiir i = 0,...,n — 1. Nach Lemma 4.22 ist (v, ...,v,_1) eine

Basis von V. Dabei gilt ¢(v;) = v;4q fiir i =0,...,n — 2 und ¥(v,—1) = " (v) =
— S ai(v) = — XL a, da my () = 0. Dabei ist my(t) = " + ap, 11" +
-+ agp.

ii) Definiere v} := (t = A\)""-v = (= \)""*(v) firi=1,...,n.

Mit Lemma 4.22 folgt nun, dass (v}, ...,v},) eine Basis von V ist.

Y =t-vp=t-(t=A)""v
=({t—=N)"v+ At —N)""1v
=\
=(t—=N""T 4Nt = N)""v =0, + M) O

)

Bemerkung. Umgekehrt gilt: Falls eine Basis B von V' sowie ein normiertes p € k[t] mit
Mp(v) = C(p) existiert, so ist M zyklisch.
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4 MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN

Satz 4.24 (Rationale Normalform). Sei V' ein k-Vektorraum, dimV < oo und ¢ €

Endg (V). Sei my = pi* - ... - pi» mit p; € k[t] irreduzibel (und normiert) mit p; # p;.
Dann existieren 1 < s;; < -+ < s;. = r; sowie eine Basis B von V', sodass
¢’ 0
M (eh) = C(p1”?) |
0 o)

Beweis. Aus den Satzen 4.14 und 4.17 folgt, dass es eine Zerlegung M = @}, @éﬂ:l M;;,
wobei M;; zyklisch mit Ann(M;;) = (p;”). Da M;; ein Untermodul von M ist, folgt
k(M;;) =: Vi; C V ist k-Untervektorraum und ¢(V;;) C Vj;.

Mit Lemma 4.23 folgt daraus, dass M;; zyklisch ist und dass eine Basis B;; von V;;

mit Mg, (Y|v;,) = C(p;”) existiert. Die Basis B = By, U Byy U --- U By, ist nun eine
geeignete Wahl. O
Korollar 4.25. Sei my = pi' - ... pi» mit normiertem und irreduziblem p; € k[t] sowie
pi # pj firi # j. Dann existiert ein s; > r; mit xy = pi' -...-pyr.

Beweis. Ubung. O]

Korollar 4.26 (Cayley-Hamilton). x,(¢) = 0.

Satz 4.27 (Jordansche Normalform). Sei V' ein k-Vektorraum, dimV < oo und ¢ €
End(V). Dann sind dquivalent:

i) my zerfallt iber k.

ii) xy zerfdllt dber k.

iii) Es ezistieren Ay, ..., A\p € k und 1 < s;1 < --- < s, und eine Basis B' von V' mit
Js1(A1) 0
J312()\1)
Mp/(¢) = '
O anln ()\TL)
Beweis.

i) < ii): Folgt aus Korollar 4.25.
iii) = ii): Klar.

i) = iii): Beweis analog zum Beweis der rationalen Normalform, statt Lemma 4.23 i)
nutze Lemma 4.23 ii). O

[3. Mai 2018
[14. Mai 2018]
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5 LOKALISATION

5 Lokalisation
Definition 5.1. Sei A ein Ring. S C A heifit multiplikative Teilmenge, wenn
e 1 €S und
e aus a,b € Sdanna-be S folgt.
Definiere auf S x A eine Aquivalenzrelation durch
(s,a) ~ (t,b) <= FJuecS:u(ta—sb)=0.

Definiere S™'A = (S x A)/ ~. Dies wird zu einem Ring durch (definiere ¢ als die
Aquivalenzklasse von (s, a))

st

a b_at+bs a b_ab
st s t

(zur Wohldefiniertheit siehe Einfithrung in die Algebra).

Die Abbildung f: A — S™'A,a — { ist ein Ringhomomorphismus.

Bemerkung.
i) f(s) € (ST1A)* fiir alle s € S.
i) 2=0in ST'Ae JueS:ua=0
i) ¥ = ¢ firallea € A,s,t €S,

Satz 5.2. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge, sei g: A — B ein Ringhomomor-
phismus mit g(S) C B*. Dann kommutiert das folgende Diagramm.

A—2% B

/,7
! J 3y
S—1A
Beweis. Siehe Einfithrung in die Algebra oder | , Proposition 3.1]. O
Beispiel 5.3. Sei A ein Ring.

i) Ist p € Spec A, so ist S := A\ p ist multiplikative Teilmenge. Definiere A, := S~ A.
Spezialfall: Fiir einen Integritétsbereich A gilt fiir p = (0) € Spec A dann A, =
Quot(A).

ii) Fiar t € Aist S := {t" | n € Z>o} eine multiplikative Teilmenge. Definiere
Alt71]:= S71A (in | ] heifit dies A;).
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5 LOKALISATION

Definition 5.4. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge sowie M ein A-Modul. Definiere
auf S x M Aquivalenzrelation durch

(s,x) ~ (t,y) <= FJueS:u(tr—sy)=0.

Definiere damit S~'M := (S x M)/ ~ und bezeichne die Aquivalenzklasse von (s, ) mit
2 Dann wird S™'M zu einem S~' A-Modul via

@)

st st

st

y'_tx—i—sy a y ay
= S

(Wohldefiniertheit und Modulaxiome gelten genauso wie fiir S™'A.)

Bemerkung. Diese Konstruktion ist natiirlich: Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung.
Wir erhalten eine Abbildung S='f: S™'M — SN definiert durch

S1f (i) — f(z)

S

S~1f ist wohldefiniert und S—!A-linear.

Beweis. Wir beweisen beispielhaft die Wohldefiniertheit: Sei £ = ¥ in S=IM, es existiert
also ein v € S mit u(tz — sy) = 0. Also gilt 0 = f(u(tz — sy)) = u(tf(z) — sf(y)), also
@) _ fly) O

Fiir A-lineare Abbildungen M LNSP gilt S go f) = (S7tg)o (S7Lf).
Satz 5.5. Seien M L5 N % P beide A-linear. Falls kerg = im f gilt, dann ist
ker(S7'g) =im(S™'f).
Beweis. Sei ker g = im f.
,2% (S7lg)o (ST f) =S go f)=S"'0=0.

,C“ Sei 4 € ker(S7'g), also 0 = (S7'g) (%) = @. Es gibt also ein u € S mit ug(y) = 0.

Damit wissen wir, dass uy € ker g = 1im f gilt. Wir finden folglich ein x € M mit
f(x) = uy. Betrachte L. Dafiir gilt (S~ f) (%) = 1@ _w oy O

ut ut t

Korollar 5.6. Sei
L i71_>Mi_>Mi+1H--'

eine exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist auch
L. S_lMi_l - S_IMZ‘ - S_IMH_l — ...
eine exakte Sequenz von S—'A-Moduln.

Korollar 5.7. Seien M', M" C M Untermoduln. Dann ist S~—*M’ — S='M, also kénnen
wir STEM’ als STt A-Untermodul von S~*M auffassen.
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5 LOKALISATION

i) STH M+ M")=8S"M" + S M
i) STUM' A M) = SIM' A S~ M
iii) S™H(M/mr) =2 STIM/g-1pp
Beweis. Ubung. (Nutze mafigeblich die Exaktheit.) O

Proposition 5.8. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge und M ein A-Modul. Dann
gibt es genau einen Isomorphismus von S~ A-Moduln

w: STTARAM — ST'M
a axr
- QR®xr — —.
S S

Beweis. Die Abbildung
STLA x M — S~M, (ax) N
s

S

ist wohldefiniert und A-bilinear. Also erhalten wir das folgende kommutative Diagramm.
STIAXxM —— S™'M

T
J{ /,// 3¢ A-linear

S—tA ®a M

Wir rechnen nach, dass ¢ auch S~'A-linear ist. Sei dazu 2 € S7'M und z € ST'A®4 M.
Dann gilt 2 = 3> % ® x; fiir a; € A, s; € S, 2; € M. Wir erhalten also

Z a;T;

Si

_b
ot

b ba; B @ N ba;x;
80<t2> :<P<Ztsi®33¢> _Z(’D(tsi ®5171>—Z ts,
b a;

Damit ist ¢ tatsichlich S~ A-linear.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Die Surjektivitat ist klar. Fir die
Injektivitit zeigen wir zunichst, dass fiir alle z € ST'A®4 M dann € M, s € S mit
z = % ® x existieren. Denn seien a; € A, s; € S,x; € M mit z = 3 ‘;’—1 ® x;, so definieren
wir s = [[; si, t; = [, S5, woraus

=%

folgt. Sei nun z € S™'A ®4 M mit ¢(z) = 0. Wihle s,z mit z = 1 ® 2. Also gilt 0 = £

s?

und es exisiert somit ein v € S mit ur = 0. Damit gilt auch 0 = i Qur = @r =
% RKr ==z O

a;t;

1 1
S ®Ii:ZE®aitixi: E®Zaitixi

Korollar 5.9. S'A ist flach als A-Modul.

42



5 LOKALISATION

Beweis. Dies folgt aus Proposition 5.8 und Korollar 5.6. O

Satz 5.10. Seien M, N zwei A-Moduln sowie S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann
existiert genau ein Isomorphismus von S~'A-Moduln

0: STITM ®g-14 STIN — STHM ®4 N)

T Yy TRY
ST T e
Beweis. Es gilt
STIM ®g-14 SN2 S'M®@g-14 (STTA®a N) (Proposition 5.8)
~ S 'M®aN (Lemma 3.11)
= STAQAM @4 N
~ SN M ®yN).

Verfolgen der Bilder von % ® ¢ unter Komposition liefert tatsichlich ¢ (f ® 3) =28

5.1 Lokal-Global-Prinzipien
Satz 5.11. Sei M ein A-Modul. Dann sind dquivalent:

i) M=0
ii) Fur alle p € Spec A gilt M, = 0.
iii) Fir alle m € Max A gilt M, = 0.
Beweis.
i) = ii): Klar.
ii) = iii): Klar.

iii) = i): Angenommen, M # 0. Sei z € M \{0}. Dann ist Ann(z) # (1), es existiert also
ein m € Max A mit Ann(z) C m. Aus iii) folgt dann, dass M, = 0 ist, also { =0
in M,,; folglich gibt es ein n € A\ m mit nx = 0 Dann folgt aber n € Ann(z) C m,
was ein Widerspruch ist. O

Satz 5.12. Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
i) f ist injektiv respektive surjektiv.
ii) Fir alle p € Spec A gilt f,: M, — N, ist injektiv respektive surjektiv.
iii) Fir alle m € Max A gilt: fun: My — Ny ist injektiv respektive surjektiv.

Beweis.
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5 LOKALISATION

i) = ii): Folgt aus Exaktheit (Korollar 5.6).
ii) = iii): Klar.
iii) = i): Betrachte die folgende exakte Sequenz

O%kerf—>Mi>N—>cokerf—>O
von A-Moduln. Sei m € Max A. Dann ist
0 — (ker f)m — Mpn Iy Ny — (coker f)m — 0

exakt nach Korollar 5.6. Also ist ker(fn) = (ker f)m, und genauso folgt coker(fy) =
(coker f)n.

Da fy injektiv ist, ist ker(fn) = 0. Das impliziert, dass fir alle m € Max A gilt:
(ker f)m = 0, und mit Satz 5.11 folgt ker f = 0, also ist f injektiv.

Der Beweis fiir Surjektivitat verlauft analog. ]
Satz 5.13. Sei M ein A-Modul. Dann sind dquivalent:

i) M ist ein flacher A-Modul.
Fiir alle p € Spec A ist M, flacher A,-Modul

i

1v

Fiir alle m € Max A ist My, flacher Ay-Modul

A%

)

iii) Fir alle p € Spec A ist M, flacher A-Modul
)
)

Fiir alle m € Max A ist My, flacher A-Modul.

Beweis. Ubungsblatt 6. O

5.2 Idealkorrespondenz
Erinnerung: Fiir einen Ringhomomorphismus f: A — B gilt:
e JC Bldeal: JNA= f"1(J) C A Ideal
J € Spec B = JNA € Spec A
o ] C Aldeal: I-B:=(f(I)) C B Ideal
e /C(I-B)NA, JDO(JNA)-B
Satz 5.14. Sei A ein Ring und S C A multiplikative Teilmenge.

i) Sei I C A ein Ideal. Dann gilt [ - S™'A = {% ae€l,se S} und (I-STTA)NA=

{a€A|3neS:naecl}.
Insbesondere gilt [ - ST'A= (1)< INS #0.
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5 LOKALISATION

ii) Ist J C S7'A ein Ideal, so folgt (JNA)-S™1A=J.
iii) Fallsp € Spec A mit pNS =0, so gilt p-S™1A € Spec(S71A) und (p-STA)NA = p.
iv) Die Abbildungen

Spec(S'A) 25 {peSpecA|pnS =0}
q = qnNn A
p-STTA 1 p

sind wohldefiniert und zueinander inverse Bijektionen sowie inklusionserhaltend

(fir p C ' gilt alsop- ST ACp - S A und fir g Cq' gilt qNACq' NA).

[14. Mai 2018]
[17. Mai 2018]

Beweis.
i) Wir zeigen zunéchst I-S™1A = {% aecl se S}.
,2“ Seia € I,s €S. Dann ist ¢ = % -1 €Tl S71A, denn fiir f: A — S!A ist
1= fla) € f(I).

,C“ Sei z € I-S7'A. Somit existieren a; € I,b; € A, s; € S; mit x = 3 & . 4,
Definiere nun s := [[ s; sowie a := 32, b; [1,.4; s;a; € 1. Damit ist z = 2.

Wir zeigen nun noch, dass (I-S™*A)NA={a€A|Ine€ S :nael} Seiac A.

ac(I-ST'ANA & %EI-S‘lA

& Hbel,teS:%:

dbel,teS:dse
JueS:uael

CQH"‘O‘

& is(ta—b) =0
~
Dabei gilt die letzte Aquivalenz, denn:

,2= sta=sbel = u:=st

U ti=u,s=1,0=ua

ii) Es geniigt, J C (JN A)-S™tA zu zeigen, da die andere Inklusion trivial gilt. Sei

also z = ¢ € J. Damit haben wir § = {-% € J. Folglich ist a € J N A; das bedeutet

aber nach i), dass ¢ € (JNa)-S™'A gilt.
iii) Sei p € Spec A mit pN S = 0. Seien 2,2 € S7LA\ (p- S~'A). Wir zeigen, dass

st

dann auch ¢ - % ¢ p- S A folgt. Es gilt a,b ¢ p nach i). Folglich haben wir ab ¢ p.

Angenommen % € p- S7'A, so existieren ¢ € p,u € S mit 2 = <. Das bedeutet
st st u

widerum, dass es ein v € S gibt, sodass v(uab — stc) = 0, also vuab = vstc € p.
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5 LOKALISATION

Da ab ¢ p, muss vu € p gelten. Es gilt aber vu € S und S Np = (). Das ist ein
Widerspruch.

Es verbleibt, (p-S7'A) N A = p zu zeigen. Wegen i) gilt (p- ST'A)NA = {a €
A|lFue S naept=p,danacpsachy.

iv) Nichts zu zeigen. O

Beispiel 5.15.

i) Sei p € Spec A. Dann gibt es eine Bijektion
Spec Ay L {p e Spec A | p'N(A\p) =0} ={p’ €SpecA |p Cp).

Damit folgt, dass A, ein lokaler Ring mit dem maximalem Ideal p - A, ist.

ii) Sei t € A. Dann erhalten wir die Bijektion

Spec At ™1« {p e Spec A [ pN{t°t",...} =0} = {p € Spec A | p # t}.

5.3 Lokalisation von Algebren

Bemerkung 5.16. Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus sowie sei S C A eine
multiplikative Teilmenge.

i) Da S7'B = S71(4B) = S7'A ®4 B nach Proposition 5.8 gilt, ist S™'B ein Ring
und sogar eine S~tA-Algebra.

ii) f(S) C B ist eine multiplikative Teilmenge.

iii) Seis € S und betrachte f(s). Seig: B — S~'B. Dannist g(f(s)) = @ e (S7'B)~,

da @ . % = 1 in S7!B, da dies genau dann der Fall ist, wenn ein v € S mit
u(f(s) —s-1p) = 0 existiert. Letzteres gilt aber, denn s- 15 = f(s) - 1.
Also gilt g(f(s)) € (S7'B)*. Damit kommutiert folgendes Diagramm.
B—*— 5B
l 3@ Ringhom.

f(8)"'B

Fir z = - € f(S)7!B folgt ¢ (%S)) =% f(S)7'B ist eine ST A-Algebra via

A—L B

J J

S~'A —— f(S)"'B.

Man rechnet schnell nach, dass ¢ Homomorphismus von S~!A-Algebren ist.
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5 LOKALISATION

iv) ¢ ist Isomorphismus von S~!A-Algebren.

Beweis. Die Surjektivitét ist klar nach der Definition von ¢. Weiterhin ist ¢ injektiv,

denn sei x = ﬁ € f(S)™'B mit ¢(z) = 0. Dann erhalten wir 0 = £; es existiert

also ein v € S mit 0 = ub = f(u) - b, woraus % = 0 folgt. O

Korollar 5.17. Sei I C A ein Ideal und S C A eine multiplikative Teilmenge mit
INS=0. Seim: A — A/r. Dann existiert ein Isomorphismus

S /1514 - m(S) 7 (A1)
von A-Algebren.
Beweis. Es gilt
m(S) L (A1) =2 STHA) 2 STYA®, (A1) = 5T A 1514,
wobei der letzte [somorphismus sogar ein Isomorphismus von A-Algebren ist. ]

Korollar 5.18. Sei p € Spec A und S = A\ p. Dann gilt

Apfp-a, 2 (AN p) " (A) = Quot(4/p) =: K(p).

Korollar 5.19. Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus und S C A eine multiplikative
Teilmenge. Dann erhalten wir die folgende Bijektion:

Spec ST'B XL {geSpecB| (gnA)NS =0}
g — JqnNB
qS7'B 1 g
Beweis. Es gilt
Spec ST'B & {q € Spec B | qN f£(S) = 0},

I I
Spec f(S)"'B {q€Spec B | (qNA)NS=0}

denn qN f(S) =0« fHq)NS=0. O

Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus. Betrachte f*: Spec B — Spec A, f*(q) =
g N A. Wir konnen mit den Resultaten von eben die Faser (f*)~!({p}) beschreiben.

Korollar 5.20. Sei f: A — B, seip € Spec A. Dann gilt
{q € Spec B | N A= p} < Spec(B ®4 r(p)).
Beweis. Es gilt

Spec(B ®4 #(p)) = Spec(B @a (49/p4,)) = Spec((B ©a Ap) @4, (4/p4,))
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nach Korollar 5.18 und Proposition 3.12. Wegen B ®4 A, = (A \ p)~'B = B, erhalten
wir also

Spec((B ®a Ap) @4, (49/p45)) = Spec(B, ®a, (4/p4,)) = Spec(Bs/(p4,)-B,)
Dabei ist (pA,) - B, = pB,, folglich haben wir eine Bijektion
{d' € Spec By | ¢ 2 pBy} < {q € Spec B qN A2 p,aNAC p},

da, unter Beachtung der Bijektion Spec B, &L {g € SpecB | (qgnA)N(A\p) =
0}, q' — q' N B aus Korollar 5.19, fiir ' € Spec B, dann q' 2 pB, genau dann gilt, wenn
q N B D pB, also genau dann, wenn ¢’ N A D p.

Damit erhalten wir

Spec(B @4 k(p)) —2— {q € Spec B | qN A = p}. O

6 Ganze Ringerweiterungen
Sei B eine A-Algebra.

Definition 6.1.

i) Sei b € B. b heifit ganz (,integral®) iiber A, wenn ein normiertes (,,monic*) p(t) €
A[t] mit p(b) = 0 existiert.

ii) Die Menge {b € B | b ganz tber A} heifit ganzer Abschluss (,integral closure®) von
Ain B.

iii) B heiit ganz iiber A, wenn jedes b € B ganz tiber A ist.

iv) A heiit ganz abgeschlossen in B, wenn b € B genau dann ganz ist, wenn b in
im(A — B) liegt.

v) Ein Ringhomomorphismus f : A — B heifit ganz, wenn B ganz iiber f(A) ist.

Beispiel 6.2. Sei A =7, B = Q. Sei z = £ € Q ganz iiber Z und sei (r,s) = (1). Dann
existiert p(t) = " + a, _1t" ' + -+ + ag € Z[t] mit

n n—1

.
0=p(x) = n T n-1

+—~~'+—a0

Sn—l
& 0=1r"4a, 7" s+ +aps".
Folglich gilt s | r"*; damit folgt s € Z* und z € Z.

Bezeichnungen. Sei A — B ein Ringhomomorphismus.

i) Seien by,...,b, € B. Definiere Alby,...,b,] als die kleinste A-Unteralgebra, die
bi,...,b, enthélt; also A[by,...,b,] =imev(,, 5. Altr, ...t = B.

,,,,,
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6 GANZE RINGERWEITERUNGEN

ii) A — B heifit endlich genau dann, wenn 4B ein endlich erzeugter A-Modul ist.
Lemma 6.3. Sei A — B ein Ringhomomorphismus sowie b € B. Dann sind dquivalent:

i) b ist ganz tber A.

ii) A[b] ist endlich tber A.

iii) FEs gibt eine endliche A-Unteralgebra C' C B mit b € C.

[17. Mai 2018
[28. Mai 2018]
Beweis.
i) = ii): Seien ag,...,a,; € A mit b" = —(a,_10"' + -+ + ag). Sei p(t) = t" +

an_1t""' 4+ -+ + ag. Per Definition gilt A[b] = {q(b) | ¢ € A[t]}. Sei also nun
q € Alt]. Es existieren folglich ¢, € A[t] mit ¢ = ¢-p+ r und degr < degp. Also
ist A[b] = {r(b) | r € A[t],degr < n} = (1,b,b ...,0" 1) 4.

ii) = iii): Klar.
iii) = i): Sei C' = (by,...,by)a. Betrachte die A-lineare Abbildung C' — C,c¢ — bc.
Wahle Q45 € A mit

n

b- bj = Zai]‘bi.
i=1

Betrachte M = (b- 8;; — a;;). Dann ist M - (by, ..., b,)" = 0. Wir multiplizieren mit
der adjunkten Matrix zu M und erhalten

MM - (b, b) T = det M- By - (b, ba)" = 0.

Wir erhalten also (det M)b; = 0 fiir alle j € {1,...,n}; insbesondere (det M)c =0
fir alle ¢ € C'. Es gilt folglich det M = 0.

Definiere nun p(t) := X(q,,)(t) = det(t - 6;; — a;;). Dann ist p(t) € A[t] normiert und
p(b) = 0. Folglich ist b ganz tiber A. O

Lemma 6.4. Seien A — B — C' Ringhomomorphismen.

i) Ist B eine endliche A-Algebra und C' eine endliche B-Algebra, so ist C' eine endliche
A-Algebra.

ii) Ist B ganz tiber A und C' ganz iber B, so ist C' ganz tiber A.
Beweis.

i) Folgt sofort aus Lemma 3.7.
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6 GANZE RINGERWEITERUNGEN

ii) Sei ¢ € C. Da ¢ ganz iiber B ist, existieren by, ...,b,_1 € B mit ¢" + b,_1c" ' +
-+« + by = 0. Da die by, ...,b,_1 ganz tiber A sind, ist A[by,...,b,_1] endlich iiber
A, da die b; ganz tiber Alby,...,b,_1] sind und dies dann mit i) induktiv folgt.

Dann ist ¢ ganz uber Alby,...,b,_1]. Also ist Alby,...,b,_1,c] € C endlich iiber A
und enthélt c. Nach Lemma 6.3 ist ¢ ganz tiber A. O

Korollar 6.5. Sei A — B eine Ringhomomorphismus. Dann sind dquivalent:
i) B ist eine endliche A-Algebra.
i) FEs existieren by, ..., b, € B, welche ganz tber A sind, mit B = Alby, ..., by].
iii) B st endlich erzeugt und ganz iber A.
Bewets.
iii) = ii): Klar.
ii) = i): Siehe Lemma 6.3 und Lemma 6.4.

i) = iii): Endliche Algebren sind insbesondere endlich erzeugt und auflerdem ganz nach
Lemma 6.3. [

Korollar 6.6. Sei A — B ein Ringhomomorphismus. Sei A der ganze Abschluss von A
in B. Dann ist A eine Unteralgebra von B.

Beweis. Seien b, € B ganz tiber A. Es ist zu zeigen, dass b+ 0’ und b - V' ganz iiber A
sind. Es gilt aber b+ V/,b -V € A[b, '], wobei letzteres ganz ist. ]

6.1 Going up

Lemma 6.7. Sei A — B eine ganze Ringerweiterung (also ein injektiver Ringhomomor-
phismus) sowie A und B Integrititsbereiche. Dann gilt:

B Korper <= A Korper.

Beweis. Sei ohne Einschrankung A C B.

.= Seia € A\{0}. Dann ist a € B\ {0} = B*. Also gibt es ein b € B mit ab = 1. Da
b ganz iiber A ist, gibt es ag, ..., a,_1 € A, sodass b" = " a;b° gilt. Also folgt

n—1 n—1
b=a" 1" = Z a;a" b = Z a;a" 1t e A.
i=0 i=0

Folglich gilt b € A und damit a € A*.
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6 GANZE RINGERWEITERUNGEN

.= Sei be B\ {0}. Es gibt also p(t) € A[t] normiert mit p(b) = 0. Schreibe

p(t)=t-q(t)+a

mit ¢(t) € Aft], a € A. Insbesondere ist ¢ # 0. Wihle p von minimalem Grad.
Dann folgt degq < degp, also ¢q(b) # 0. Das bedeutet 0 = bg(b) + a, wenn wir
in obige Gleichung b einsetzen, also b - q(b) = —a, wobei b q(b) # 0, da B ein
Integritatsbereich ist. Andererseits ist b - g(b) € A und damit b- ¢(b) € A* C B>,
also b € B*. O

Fir einen Ringhomomorphismus f: A — B erhalten wir eine Abbildung

f*: Spec B — Spec A, q— qnNA.

Proposition 6.8. Sei f: A — B ganz.

i) Sei q € Spec B. Dann gilt ¢ € Max B < qN A € Max A.

ii) Sei f injektiv. Dann existiert ein q € Spec B mit q N A = p fiir jedes p € Spec A.

iii) Seien qi1,qs € Spec B mit q; C gy und q1 N A = qoNA. Dann folgt bereits q; = qa.

Beweis.

i) Betrachte A — B. Dann erhalten wir vermoge des folgenden Diagramms 4/qna —

ii)

Bfq ganz.

A f ganz B

l ganzl

A/qﬂA —> B/q

Mit Lemma 6.7 folgt die Behauptung.

Sei p € Spec A. Betrachte A < B. Dann ist A, — B, ganz. Also kommutiert das
folgende Diagramm.

N

— 3 B

‘f

A

=3
=1

Wir beweisen zunéchst das folgende

Lemma. Sei A — B ein Ringhomomorphismus, S C A eine multiplikative Teil-
menge. Falls A — B ganz ist, dann ist S™*A — S™'B ganz.

Beweis. Sei g € S7'B. Dann ist b ganz iiber A, es gibt also aq,...,a, 1 mit
b + ap_ 10"t 4+ - 4+ ag = 0 Nun folgt 0 = g—: 4 =t Z:: + -4 98 also ist g
ganz iiber S~1A. O
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6 GANZE RINGERWEITERUNGEN

iii)

Es gilt B, # 0, denn B, = f(A\p)"'B und f(A\p) # 0 (da f injektiv). Da
B, # 0 ist, gibt es n € Max B,. Nach i) ist n N A, € Max(A,), da wir eine ganze
Ringerweiterung haben.

Da A, lokaler Ring ist, ist n N Ay, = p - A,. Definiere ¢ = n N B. Also haben wir
gNA=MnmNB)NA=nNA,)NA=(p-A)NA=np,
wobei die letzte Gleichheit aus Satz 5.14 folgt.
Sei p :=q; N A = qo N A. Betrachte
Alee

ganz

A, — B,.
Definiere q} := q; - B, € Spec B, fir ¢ = 1,2 (denn gq; N f(A\ p) = 0). Es gilt
(@iNAp)NA=(g;NB)NA
=((ai-By)nB)NA
=qNA=p.

Also erhalten wir p- A, = ((q;NA,)NA)- A, = q;N A, nach Primidealkorrespondenz
(Satz 5.14). Dabei ist p- A, € Max(A,). Mit 1) kénnen wir folglich ¢} - g5 € Max(B,)
folgern. Da ¢} C ¢}, ist, muss damit bereits q} = g5 gelten.

Wieder mit Satz 5.14 konnen wir schlielich
qi= (- -B,)NB=qiNB=q,NB=qs

schreiben. n

Satz 6.9 (Going up). Sei A — B ganz. Seien py,py € Spec A mit p; C py und q; €
Spec B mit qy N A = py. Dann existiert ein qs € Spec B mit o N A = po und q; C qa.

Merkbild:
B g € dgo
A P1 - P2

Beweis. Betrachte

A ganz B

L

Afor =25 By,

Es existiert g € Spec(B/q,) mit g5 N (4A/p1) = P2/p..
Definiere qo := 7 '(q5) = g5 N B. Dann gilt q; C g, und

Qe NA=7"(ghN4p) =7 (P2/p1) = po. 0
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6 GANZE RINGERWEITERUNGEN

6.2 Going down

Definition 6.10. Sei A — B ein Ringhomomorphismus und I C A Ideal. Sei b € B. b
heiflt ganz iber I, wenn es ein normiertes Polynom p(t) mit

p(t) ="+ an 1 t" "+ +ag € At
gibt, sodass p(b) = 0 und ay, ..., a, 1 € I.

Lemma 6.11. Sei A — B ein Ringhomomorphismus. Sei C der ganze Abschluss von A
in B. Sei I C A ein Ideal sowie b € B. Aquivalent sind dann:

i) b ist ganz dber I.

i) be VI-C

[28. Mai 2018]
[4. Juni 2018]

Beweis.

i) = ii): Sei v" = a, 1" ' + -+ + ag mit ag, ...,a,_; € I. Da b ganz iiber [ ist, ist b
insbesondere ganz iiber A. Folglich gilt b € C und damit auch °,..., "' € C.
Alsoist 0" e I-Cund be vI-C.

ii) = i): Sei b € VI -C. Nach Definition gibt es ein n > 0, sodass b" € [ - C. Das
bedeutet, es existieren aq,...,a, € I, ¢1,...,¢, € C mit b" = a1¢1 + -+ + a,c,.
Da ¢, ..., ¢, ganz iber A sind, ist Alcy,...,c.] = C" als A-Modul endlich erzeugt
(Korollar 6.5).

Sei (by,...,by,)a = C". Betrachte die folgende A-lineare Abbildung
p: C'—C' ="

Es gilt imp C I - C". Also gibt es a;; € I mit

bn . bj = Zaijbi.
=1

Definiere p(t) = X(a,;) = det(td;; — a;;) (normiert). Es gilt (vgl. Beweis von Lem-
ma 6.3) p(b") = 0. AuBerdem ist p(t) — t" € I[t]. Damit ist b" aber ganz tber I,
also ist auch schon b ganz tiber I. O

Definition 6.12. Sei A ein Integritatsbereich. A heifit normal genau dann, wenn A ganz
abgeschlossen in Quot(A) ist.
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6 GANZE RINGERWEITERUNGEN

Lemma 6.13. Sei A C B eine Ringerweiterung, A und B Integritdtsbereiche, A normal
und I C A ein Ideal. Sei b € B ganz tiber I. Sei

mp(t) =t" 4+ ap 1 t" 4+ ag € K[t]

das Minimalpolynom von b iber K := Quot(A). Dann gilt ag, . .., an_1 € V1.

Beweis. Sei L/K eine Erweiterung von K, sodass yi,...,y, € L mit my(t) = (t —
y1) ... (t —1y,) existieren. Sei f € A[t] normiert mit f(¢) — t4¢/) € I[t], sodass f(b) = 0.
Dann ist f ein Vielfaches von my, = m,,. Also f(y; = 0) und damit sind v, ..., y, ganz
iber 1.

Sei C' der ganze Abschluss von A in B. Nach Lemma 6.11 ist y; € /I - C'. Sodann folgt

an_k:(—l)kail...yik eVvli-C

1<ip < <ig<n

fir K =1,...,n. Nach Lemma 6.11 sind damit auch ao, . .., a,_1 ganz iiber I. Insbesondere
sind aq, ...,a,_1 ganz iiber A. Da A normal ist, folgt bereits aq,...,a,_1 € A. Wende
nun Lemma 6.11 mit B = K an und erhalte ag,...,a,_1 € V. O

Satz 6.14 (Going down). Sei A C B eine ganze Ringerweiterung. A und B seien dabei
Integritatsbereiche sowie A normal.

Seien p1,po € Spec A mit p1 C po und sei qo € Spec B mit qo N A = ps. Dann gibt es
q1 € Spec B mit g1 N A =p; und q; C qs.

Merkbild:
B dgi S g
Tganz 1 1
A P1 C P2
Beweis. Es genitigt,
(b1~ Bg) N A =ps (*)

zu zeigen, da daraus nach einer Ubung ein g} € Spec By, mit qj N A = p; existiert und
wir dann q; :=q) N B € Spec B mit N A= (qy N B)NA=p; und q; C gy definieren
konnen.

Wir zeigen nun also (*).

,2% Klar.

,C“ Sei x € (p1 - By,) N A. Angenommen, x ¢ p;. Da x € p; - By, = (p1 - B) - By,, gibt
esy €p1-B, s € B\ qymit z =¥ Mit Lemma 6.11 (setze C = B) ist y ganz iiber
p1. Sei K := Quot(A). Betrachte das Minimalpolynom m,(t) € K[t] von y tber K.
Wir schreiben
my(t) =t" + ap_1t" "+ + ag.

Dann folgt mit Lemma 6.13, dass ao, ..., a,-1 € \/P1 = p1.
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7 KETTENBEDINGUNGEN

Daz=*%e A\{0},ist s =% (in Quot(B)) und X € K. Damit ist

ms(t):t"+%t"*1+~-+ﬁ

das Minimalpolynom von s tiber K. Definiere a; := ﬁai. Es gilt s € B\ q2 C B,
also ist s ganz iiber A; also folgt mit Lemma 6.13 (mit I = A), dass ag, ..., a,_1 € A.

Nach Annahme ist z ¢ p;. Aber @; - 2" ' = a; € p;. Da 2™~ ! nicht in p; ist, muss
a; € p; gelten. Daraus folgt nun

§" = —(Ap 8" @) EMBCPp-BCq

im Widerspruch zu s ¢ qs. O

7 Kettenbedingungen

Definition 7.1. Sei (I, <) eine angeordnete Menge.

i)

ii)

(I, <) erfilllt die aufsteigende Kettenbedingung (,ascending chain condition®), wenn
fir jede Kette
1 <ip <13 <L

mit ¢; € I fir j € N ein n > 1 existiert, sodass ,, = i, fiir alle m > n gilt:.

Analog erfillt (1, <) die absteigende Kettenbedingung (,descending chain conditi-
on“), wenn fur alle Ketten
11 > 19 > ...

ein n > 1 existiert, sodass i, = i, fir alle m > n gilt ((I,>) erfillt also die
aufsteigende Kettenbedingung).

Lemma 7.2. Sei (I, <) angeordnet. Dann sind dquivalent:

i)
ii)

(1, <) erfillt die aufsteigende Kettenbedingung.

Set J C I nicht leer. Dann hat J ein maximales Element.

Beweis.

i) = ii): Angenommen, es existiert ein nicht leeres J C I ohne maximales Element.

Dann existiert ein nicht maximales Element i, € J, weshalb wieder um ein i, € J
mit 75 > 77 existiert. Induktiv erhalten wir einen Widerspruch zur aufsteigenden
Kettenbedingung.

ii) = i): Sei iy < iy < ... eine aufsteigende Kette. Die Menge {i,},>1 hat dann ein

maximales Element. O
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7 KETTENBEDINGUNGEN

Definition 7.3. Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Definiere
UM)={N | N ist A-Untermodul von M}.
(U, Q) ist angeordnet.
i) M heilt noethersch, wenn (U(M), C) die aufsteigende Kettenbedingung erfiillt.
ii) M heiit artinsch, wenn (U(M), C) die absteigende Kettenbedingung erfiillt.
iii) A heifit noethersch bzw. artinsch, wenn 4A noethersch bzw. artinsch ist.
Beispiel 7.4.

i) Jeder Korper ist noethersch und artinsch.

)
ii) Fir einen Korper k ist A = k[t] noethersch, aber nicht artinsch.
iii) Z ist noethersch, aber nicht artinsch.

iv) kl[t1,ta,...] ist weder noethersch noch artinsch.

Bemerkung.

i) Artinsche Ringe sind noethersch; aus Zeitgriinden kénnen wir hier keinen Beweis
geben.

ii) In der Vorlesung werden wir uns auf noethersche Ringe beschrinken. Mehr zu
artinschen Ringen findet man etwa in | , Kapitel 8].

7.1 Noethersche Ringe und Moduln
Satz 7.5. Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Dann sind dquivalent:

i) M ist noethersch.
ii) Alle A-Untermoduln von M sind endlich erzeugt.
Insbesondere ist also jeder noethersche Modul endlich erzeugt.

Beweis.

i) = ii): Sei N C M ein A-Untermodul. Definiere
¥ :={N'C N | N"ist A-Untermodul und endlich erzeugt} C U(M).

Da ¥ # () existiert ein maximales N’ € ¥. Sei x € N. Dann gilt N’ C N'4+(z)4 C N
und N’ + (x) 4 ist endlich erzeugt. Damit folgt € N’. Da N’ maximal gewéahlt
war, ist N = N’ und N ist endlich erzeugt.
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7 KETTENBEDINGUNGEN

ii) = i): Sei Ny C N, C ... eine aufsteigende Kette in U (M ). Definiere

i=1
N ist ein Untermodul, es sei also etwa N = (x1, ..., z,). Fir jedes i existiert nun ein
m; mit z; € N,,,. Wahle m > max{my,...,m,}. Dann folgt N = (z1,...,z,) C
N,, CN. ]
[4. Juni 2018]
[7. Juni 2018]

Satz 7.6. Sei A ein Ring.

i) Sei0 — M= M 5 M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Dann gilt:

M st noethersch. <= M’ und M" sind noethersch.

ii) Sei A noethersch und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist M noethersch.
Beweis.

i) ,=“ Sei M C M} C ... eine Kette von Untermoduln von M”. Dann ist
7l (M]) C a1 (M) C ... eine Kette in M. Es existiert also ein n, sodass
7 Y (M) = 774 (M) fir alle m > n gilt. Da kerm C M/ C M ist, folgt
M) = M. Fiar M’ ist der Beweis dhnlich.

,<=" Sei M; C My C ... eine Kette in M. Betrachte die Ketten
CHM) ST M, C in M’
und
7T(M1> g 7T(M2) Q ce in M”.

Es gibt also ein n, sodass fiur alle m > n gilt: i~ '(M,,) = i~*(M,) und
(M) = w(M,).

Damit gilt bereits M, = M,. Zum Beweis sei x € M,,. Dann ist w(z) €
(M) = m(M,), es existiert also ein 2’ € M,, mit m(x) = 7(2’). Somit liegt
x — 2’ in ker m = im ¢, weshalb wiederum ein y € M’ mit «(y) =z — 2’ € M,,
existiert. Daraus folgt y € 1™ (M,,) = 17 (M,,), also x = (y) + 2’ € M,,.

ii) Ist M ein endlich erzeugter A-Modul, so existiert eine A-lineare surjektive Abbildung
p: A" — M. A™ ist noethersch (verwende die kurze exakte Sequenz 0 — A" —
A" — A — 0 sowie Induktion). Nach i) ist M damit auch noethersch. O

Satz 7.7. Sei A ein noetherscher Ring.
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7 KETTENBEDINGUNGEN

i) Fir ein Ideal I C A ist A/1 noethersch.
ii) Fiir eine multiplikative Teilmenge S C A ist S™' A noethersch.
Beweis.
i) Folgt sofort aus Satz 7.6 1).
ii) Fiir ein Ideal J C S™1A gilt (JNA)-S™1A=J. O

Satz 7.8 (Hilberts Basissatz). Sei A ein noetherscher Ring. Dann ist auch Atq,. .., t,]
noethersch.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrénkung n = 1 annehmen. Wir zeigen, dass jedes Ideal
J C A[t] endlich erzeugt ist.

Angenommen, ein Ideal J C AJt] ist nicht endlich erzeugt. Wahle f; € J\ {0} mit
d; 1= deg fi minimal. Dabei gilt (f;) € J. Wahle fy € J\ (f1) von minimalem Grad ds
usw.

Wir erhalten eine Folge fi, f2, f3,+-- € J mit f, ¢ (fi,..., fn_1) und minimalem
d, = deg f,,. Insbesondere gilt

dy<dy <d3< ...,

Sei a,, € A der Leitkoeffizient von f,,. Definiere I := (aq, as, ...). Da A noethersch ist, ist
I endlich erzeugt. Folglich existiert ein n, sodass I = (ay,...,a,).

Betrachte nun a,+1 € (ai,...,a,). Es existieren folglich Elemente w; mit a,+ =
> u;a;. Definiere nun

g = Zuifitdn+1_di € J
i=1

Damit gilt degg = d,,+1 = deg f,+1 und der Leitkoeffizient von g ist 27" | wia; = ap41.

Wir haben fn-i—l §é (f1> ) fn) 29, also fn-i—l —4g ¢ (fla s >fn) und deg(fn-‘rl _g) < dn+1
im Widerspruch zur Konstruktion. O]

7.2 Minimale Primideale

Definition 7.9. Sei A ein Ring. p € Spec A heit minimales Primideal, wenn fiir alle
p’ € Spec A mit p’ C p schon p’ = p gilt. Wir bezeichnen die Menge aller minimalen
Primideale mit

MinSpec A := {p € Spec A | p minimal}.

Beispiel 7.10.

i) Falls A ein Integritéitsbereich ist, so gilt MinSpec A = {0}.
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ii) Sei k ein Korper. Betrachte A = kl#:vl/(zy). Dann gilt MinSpec A = {(x), (v)}.

Denn wir haben die Bijektion
Spec A = {p € Speck(z,y] | p 2 (zy)}.

Fir p € Specklz,y] mit p O (xy) folgt aus xy € p aber x € p oder y € p, also
(x) C p oder (y) C p. Falls p minimal ist, so folgt (z) = p oder (y) = p.

Satz 7.11. Sei A ein noetherscher Ring. Dann ist [MinSpec A| < oo.

Beweis. Sei
¥ = {I| I C A Ideal, MinSpec(4/r) = 0}.

Es gentiigt, ¥ = () zu zeigen. Angenommen, ¥ # (). Da A noethersch ist, existiert ein
maximales I € X. Es gilt also I ¢ Spec A, da sonst MinSpec(4/1) = {(0)} gelten wiirde.

Also existieren a,b € A\ I mit ab € I. Folglich gilt I + (a),I + (b) 2 I, also
I+ (a),I+ (b) ¢ X. Damit folgt, dass MinSpec(4/1+(a)) und MinSpec(4/1+@)) endlich
sind.

Sei g € MinSpec(4/r). Dann gilt 771(q) € Spec Amit I C 7 1(q), also ab € 7 (q) =: p.
Also gilt a € p oder b € p; sei ohne Einschrankung a € p. Es folgt p O I + (a), also
Ta(p) € Spec(4/1+(a)) und sogar m,(p) € MinSpec(4/1+(a)) (wobei 7,1 A — A/1+(a) ist).

Also haben wir INSERT | DIAGRAMM* (spuritse Anfiihrungszeichen) HIER.

Das ist ein Widerspruch. O

7.3 Transzendenzbasen

Definition 7.12. Sei K C L eine Kérpererweiterung. Eine Familie (z;);cr in L heifit
Transzendenzbasis von L uber K, falls

i) (z;)ier algebraisch unabhéngig iiber K und
i) K(x;);er C L algebraisch ist.
Satz 7.13. Sei K C L Korpererweiterung, seien x; € L mit 1 € I.

i) Ist (x;)ier algebraisch unabhdingig und mazimal, so ist (x;);cr eine Transzendenzba-
S18.

ii) Ist K(z;)ier € L algebraisch und (x;)ie; minimal mit dieser Eigenschaft, so ist
(x;)ier eine Transzendenbasis.

iii) K C L hat eine Transzendenbasis.
Beweis. Ahnlich wie bei Basen von Vektorrdumen iiber Korpern. O

Satz 7.14. Seien (x;)icr, (y;)jes Transzendenbasen von K C L. Dann existiert eine
Bijektion zwischen I und J.
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Beweis. Wir beweisen nur den Fall |I|,|J| < co. Es geniigt zu zeigen, dass fiir iiber K
algebraisch unabhéngige (x1, ..., z,,) und algebraische (yi,...,y,) mit K(y1,...,y,) C L
dann m < n gilt und Elemente 1 < j,,41 < -+ <, < n mit

K(Ilw .. 7xm7yjm+17 s 7y]n> g L
algebraisch existieren. Dies beweisen wir per Induktion nach m.

m = 1: Wahle s minimal, sodass 1 < i; < --- < i, < n und f(to,t;,...,t;;) €
Klto,ti, ..., t;;] \ {0} mit f(z1,9s,...,%,) = 0 existieren. Es gilt s > 1 (da
xy transzendent). Schreibe

f(t(]?tiﬂ s 7tij> - Z fd(tOJtiQJ s 7tij)t;'il'

d>0

Es existiert also ein d > 1 mit f; # 0 (sonst wire f = fy, ein Widerspruch zur
Minimalitdt von s) und fy(21, %, ..., ¥;,) # 0 (wieder aufgrund der Minimalitét
von s). Damit ist y;, algebraisch iiber K (z1,¥i,, %) € K (21, Y1, Yirs - - - Yn)-

m — 1 — m: Insbesondere ist (z1,...,2,,_1) algebraisch unabhéngig. Nach Induktions-
voraussetzung ist m—1 < n und ohne Einschrankung K (x1,..., Zm_1,Ym,- -, Yn) C
L algebraisch. Auflerdem ist z,, transzendent iiber K(zy,...,z,_1). Nach dem
Induktionsanfang ist 1 < n —m + 1 und (nach eventuellem Umnummerieren)
K(x1, ..o Tom-1) Ym, Ym+1, - - -, Yn) © L algebraisch. ]

Definition 7.15. Sei K C L Kérpererweiterung. Sei (z;);cr eine Transzendenzbasis von
L uber K. Dann heif3t
trdeg(L | K) = |I| € Z>o U {o0}

der Transzendenzgrad von K C L.

7.4 Noether-Normalisierung

Satz 7.16 (Noether-Normalisierung). Sei k ein Korper und A eine endlich erzeugte
k-Algebra. Seien Iy C --- C I, © A Ideale. Dann ezistiert ein n > 0 und ay,...,a, € A
sowie 0 < hy < --- < h,, < n, sodass die folgenden Aussagen gelten.

i) ai,...,a, sind algebraisch unabhdngig iber k.
ii) klay,...,a,) C A endlich (hier dquivalent zur Ganzheit).
iii) I; Nklay,...,a,) = (a1,...,an)
Zusdtzlich gilt

— A — A
n = max trdeg(Quot(4/s) | k) = max trdeg(Quot(4/s) | k).
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7 KETTENBEDINGUNGEN

[7. Juni 2018]

[11. Juni 2018]

Beweis.

Schritt 1: Sei A = k[tq,...,t,] der Polynomring sowie a € A\ (A* U{0}). Wir beweisen
nun, dass Elemente ao, ..., a, € A existieren, sodass k[a, as, ..., a,] C A endlich
ist.

Beweis. Mit A = (\1,...,\,) € Z%, schreiben wir t* = 7.t Sei a =

ZAGZZO cxt? fiir gewisse ¢y € k. Definiere

Api={Nez2 | cr #0}.
Nun gibt es ro, ..., 7, € Z>, sodass fir alle A\, x € A, mit A # p dann
M Todo A F o rops e Tapn
gilt. Um dies zu sehen, setzen wir

R := max max \;
XEA, 1<i<n

und definieren r; := (R + 1)""!. Es seien also A\, 4 € A, mit \ # u. Sei
m:=max{l <i<n|N#u},

also insbesondere m > 1. Wir nehmen ohne Einschrinkung \,, < p,, an. Somit
erhalten wir

n m—1 m—1
me—ri)\i: T'm( —1—27“1 >rm—ZmR
i=1 i=1 i=1
=(Rr+1)" ZRR+1 f=1+#£0.
=1
Definiere nun a; = t; — ;" fir i = 2,... ,n. Es gilt kla, aq, ..., a|[t1] = k[t1, ..., t,)].
Es geniigt zu zeigen, dass t; ganz iber kla, as, ..., a,] ist. Sei p € A, das eindeutig

bestimmte Element, fiir welches

1+ Tofiy A Trply = I)\Ié?«\X(Al + 7oAy + T A,) =1 s

gilt. Es folgt

O=a—a= 3 e’ —a=Y el (az+ 1) . (ap+ )" —a
AEA,

= bytf + b1t} + -+ by
fir gewisse by, ...,bs € k[a,as,...,a,) und by = ¢, € k\ {0} = A*.

Damit ist ¢; ganz uber kla, ag, . .., ay]. ]
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7 KETTENBEDINGUNGEN

Schritt 2: Der Satz ist richtig fir A = k[ty,...,t,) und m = 1.

Beweis durch Induktion nach n. Sei I = I;. Da der Fall n = 0 klar ist, wenden wir
uns dem Induktionsschritt von n — 1 nach n zu.

Fir I = (0) ist die Aussage klar. Sei also I # (0). Sei a; € I\ {0}. Dann ist aber
a; ¢ A* U {0}. Nach Schritt 1 existieren aj,...,a), € A mit klay,d},...,a,] C A
endlich. Die a} sind algebraisch unabhéngig iiber k, da trdeg(klay,al, ..., a,] | k) =

n. Damit ist k[a,d), ..., a)] ein Polynomring. Betrachte I' = I N k[a, ..., al).

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ag,...,a, € kla),...,a/] und 1 < h < n

mit kfas, ..., a,] C kld,,...,a] ganz (endlich) und I' Nkfag, ..., a,] = (ag, ..., an).

Automatisch sind as, . .., a, algebraisch unabhéngig iiber k. Wir erhalten
klai,ag, ..., a,) C klay,db, ... a,] C A,

wobei beide Inklusionen ganz sind. Auflerdem gilt wegen a; € I

I'Nnklay,as, ... a,) = (I Nklag,...,a,]) + (a;) = (ag, ..., ax) + (a1)
= (a1,...,ax).
Denn sei A eine k-Algebra, x,y € A und I C A ein Ideal mit x € I. Dann gilt

INklz,y] = (x) + (I Nk[y]): ,2F ist dabei klar. Fiir ,C¢ sei f € I Nk[x,y]. Dann
gibt es a;; € k mit

f=> ayr'y = > agx'y’ +) agy’

i,j>0 i>0,j>0 7>0

und damit ist 3,50 ag;y’ € I Nk[y]. O
Schritt 3: Der Satz ist richtig fiir A = k[tq,...,t,]).

Beweis durch Induktion nach m. Da der Induktionsanfang gerade Schritt 2 ist,

betrachten wir nun den Induktionsschritt von m — 1 nach m.

Betrachte die Idealkette Iy C --- C [, 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt
es by,...,0p € Aund 0 < hy < -+ < hyy < nomit kfby,..., 0] C A ganz
und [; N k[by,...,by) = (by,...,b,) fur I = 1,...,m — 1. Definiere s := hy,,_4
und J = I, N k[bsi1,...,b,] € klbst1,...,kn]. Aus dem vorherigen Schritt

folgt, dass asi1,...,a, € kl[bst1,...,b,] und h,, € {s,...,n} existieren, sodass
klasit, .-, an] C klbsit, ..., bs] ganz und J Nklagyq, ..., a,] = (@541, ..., ap,,) ist.
Definiere nun a; := b; fiir : = 1,...,s. Dann folgt

klay,...,a,] C klby,...,b,] C A,
wobei beide Inklusionen ganz sind. Aulerdem gilt
INklay, ... an) = (LN kDb, ... b)) NVE[by, .o bsy asiy - oy an) = (bry ..., bp,)
firl =1,...,m — 1. Weiterhin haben wir

I, Nklay, ... a,) = (a1, ..., as) + (I N klassr, - - an]) = (a1, ..., ap,). (]
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7 KETTENBEDINGUNGEN

Schritt 4: Der Satz gilt allgemein.

Beweis. Sei A eine endlich erzeugte k-Algebra; es existiert also ein surjektiver
k-Algebrenhomomorphismus

frklty,...,tn] — A
Betrachte die Idealkette
J() = kerf g Jl = f_l(fl) g tee g Jm = f_l(]m) g ]{?[tl, .. ,tN].

Aus Schritt 3 folgt, dass by,...,by € k[t1,...,ty) und 0 < jp < -+ < jp,
mit k[by,...,bn] C E[t1,...,tn] ganz und J; N Ekfby,....bn] = (b1,...,b;,) £
[ =0,...,m existieren.

Definiere a; = f(bj,+;) fir 1 <i <mn = N — jo. Dann sind a4, ..., a, algebraisch
unabhéngig iiber k, da das Diagramm

tﬂ—)bi
k[tjo-i-lu Ce ,tN] E— ]{Z[tl, e ,tN]
l /
A
kommutiert und ker f = (b, ...,bj,), also ev(q, injektiv ist.

Betrachten wir weiterhin das Diagramm
k[al,...,an] - A
7 1
T ganz
klbi,....,bn] < k[t,...,tn],
so folgt, dass k[ay,...,a,] C A ganz, also endlich ist. Da J; D ker f, gilt

Lnklar,... a0 = F(F (I N klay, ... an))) = F(J N Kb, ..., by])
?(bla ey b]l) = (al, Ce ,ahl),

wobei hl = jl — jo. ]
Schritt 5: Wir zeigen nun noch den Zusatz. Definiere

.: A o A
m = ergpaeﬁrdeg(Quot( /o) | k) und  ma -peMI}}g«geggdeg(Quot( /o) | k).

Wir zeigen nun n > my; > my > n.

my < n: Setze B := klay,...,a,] € A. Dann ist B C A endlich. Sei p € Spec A.
Dann ist Quot(B/pnB) — Quot(4/p) eine algebraische Korpererweiterung. Dann

1st
trdeg(Quot(B/y N B) | k) = trdeg(Quot(4/p) | k).

Da Quot(B/pnB) = k(a, ..., a,), ist trdeg(Quot(B/pnB)) < n, also m; < n.
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7 KETTENBEDINGUNGEN

mo < mq Klar.

n < msy: Da B C A ganzist und B ein Integritéitsbereich ist, gibt es nach Propositi-
on 6.8 ein p € Spec A mit pN B = (0). Insbesondere gibt es ein p’ € MinSpec A
mit p’ N B = (0). Das bedeutet, dass

Quot(B) = Quot(B/pnB) C Quot(4/y),
wobei die letzte Erweiterung algebraisch ist. Dadurch erhalten wir

n = trdeg(Quot(B) | k) = trdeg(Quot(4/y) | k) < ma. O

[11. Juni 2018]
[14. Juni 2018]

Korollar 7.17. Sei A C B eine endlich erzeugte Ringerweiterung sowie A ein Integri-
tatsbereich. Dann gilt:
i) Es existieren s € A\ {0} und by,...,b, € B mit
e by,...,b, algebraisch unabhdingig iber Quot(A) und
o Als7[by,...,bs] C B[s7] endlich.!

ii) Fiir alle p € Spec A[s™!] existiert ein q € Spec B[s™'] mit qN A[s™!] = p.
iii) Fir dieses p und q gilt

Quot (4/pna) = Quot (Als™'1/p) C Quot(Bls™'1/q) = Quot(B/anB).

Beweis.

i) Sei S := A\ {0}. Erhalte Quot(A) = S~'A C S™!'B endlich erzeugt. Nach der
NOETHER-NORMALISIERUNG existieren iiber Quot A =: K algebraisch unabhéngige
Vy,...,b, € ST'B mit K[b},...b,] C S™'B ganz.

Wir schreiben b, = g— mit b; € B,s; € S. Dann sind die bq,...,b, ebenfalls
algebraisch unabhangig tiber K und es gilt K[by,...,b,] = K[b},...,b].

Seien ¢i,...cy € B mit B = Alcy,...cy]. Da S7'B ganz tiber Kby, b,] ist, exis-
tieren normierte f; € K[by,...b,|[t] mit f;($) = 0. Wéhle u € S so, dass die
Koeffizienten aller fy, ..., fx im Bild von Afu=!][by,...,b,] — KJby,...,b,] liegen,
und wihle dann normierte g; € A[u™'][by,...,b,] als Urbilder der f;. Betrachte
gi(ci) € Blu™]. Dann gilt g;(c;) € ker(B[u™'] — S7'B) (denn gi(c;) — fi(c;) = 0).
Somit existieren v; € A\ {0} mit v; - g;(c;) = 0 € Blu!|. Definiere v =
v1...v, € A\ {0}. Wir setzen s := wv. Betrachte nun die Bilder h; von g; unter
Alu™[by, ..., ba)[t] — Als7H[by, . .. ba][t]-

Man beachte A[by,...b,|[s71] = A[s71][by,...,bn).
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7 KETTENBEDINGUNGEN

ii)

iii)

7.5

Es ist h;(c;) = 0 (denn v - hi(c;) = 0 in B[s™!]). AuBlerdem sind die h; normiert,
da die g; normiert sind. Also sind die ¢; ganz iiber A[s7!|[by,...b,] und somit ist
Als7Y[by, ..., b,] C B[s™!] endlich.

Da die by, ...b, algebraisch unabhingig itber A[s™!] sind, ist A[s7!][by, ..., by,)
isomorph zum Polynomring. Sei p € Spec A[s™!], betrachte p’ € p-A[s™|[b1, ..., bu]+
(by,...,b,). Dann ist p’ N A = p. AuBerdem ist Als™'1br,-bal/py = Als™/y Also ist
p’ € Spec(A[s (b1, ..., ba))-

Nach Proposition 6.8 existiert ein q € Spec B[s™!] mit q N A[s7][by,...,b,] =P/,
woraus q N A[s™!] = p’ N A[s™!] = p folgt.

Wir betrachten das folgende Diagramm.
endlich

Als™[by, ..., by C  Bls]

| |

A[S*l]/p = A[S*I][bl,...bn}/p/ SN B[Sfll/q

Also ist auch Als™'l/y < Bls™'l/q endlich.

AuBerdem ist damit Quot(A[s™!]) — Quot(B[s7!]/q) eine endliche Korpererwei-
terung. Zum Beweis sei R := Als7'l/, und S := Bls™'l/q (Integritédtsbereiche). Dann
ist R C S endlich, und Quot R C Quot S ist endlich erzeugt. Sei nun 7" := R\ {0}.
Esist T7'R <« T-1S ganz. Also ist T-1S ein Korper und es folgt 715 = Quot S.
Dann ist Quot R — Quot S algebraisch.

SchlieBlich gilt Quot(Als™1/p) = Quot(4/pna) wegen s ¢ p N A und

Quot(Als™/p) = Als™ p/p.Als=1p = Apnafpna - Apyna = Quot(4/pna). O

Jacobson-Ringe

Definition 7.18. Ein Ring A heifit Jacobson-Ring, wenn

p=[m

meMax A,
mDp

fiir alle p € Spec A gilt.

Bemerkung 7.19. Sei A ein Ring. Dann sind dquivalent:

i) A ist Jacobson.

ii) Fir alle p € Spec A und a € A\ p existiert ein m € Max A mit p C m und a ¢ m.

iii) Fur alle Ideale I in A gilt

VI=m

meMax A,
m>O[
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7 KETTENBEDINGUNGEN

Beispiel 7.20.
i) Jeder Korper ist Jacobson.
ii) Z ist Jacobson

iii) Zy) fiir p prim ist nicht Jacobson. Allgemeiner sind lokale Ringe, die ein Integri-
tatsbereich, aber kein Korper sind, nicht Jacobson.

Proposition 7.21. Sei A ein Jacobson-Ring sowie B ganz tiber A. Dann ist B Jacobson.

Beweis. Sei q € Spec B und definiere

J:=1n2q.
neMax B,
n2q
Wir zeigen nun ¢ = J N A. Definiere ¢ N A =: p € Spec A. Per Definition gilt p =
NimeMax 4,mop M- Sei also m € Max A mit m 2 p. Nach GOING UP existiert ein n € Spec B
mit nN A =m und n O q. Mit Proposition 6.8 folgt n € Max B. Da m beliebig war, gilt
JNA=p.

Wir betrachten den Ringhomomorphismus A, — B,. Dann ist q - B, € Spec B,, da
gNA=p. AuBlerdem q- B, N A, =p- A, € Max(A4,). Nach Proposition 6.8 gilt dann
q- B, € Max(B,), da A, — B, ganz.

Da (JNA)N(Anyp) = 0, haben wir J - B, C B,. Andererseits gilt J D g, also
J-B, 2 q-B,und damit J- B, = q-B,. Esfolgt J C (J-B,)NB=(q-B,)NB=gq. O

Satz 7.22. Sei A ein Jacobson-Ring und B endlich erzeugte A-Algebra. Dann gilt:
i) B ist Jacobson.
ii) Fir allen € Max B gilt n N A € Max A und 4/ana < B/a ist endlich.

Beweis.

i) Wir zeigen, dass B Jacobson ist. Sei dazu q € Spec B und b € B\ q. Es ist zu
zeigen, dass ein n € Max B mit ¢ C n und b ¢ n.

Wir betrachten die Ringerweiterung A’ := 4/gna — B/q — (B/q)[b'] =: B'. Esist A’
ein Integritiatsbereich und B’ eine endlich erzeugte A’-Algebra. Nach Korollar 7.17
existiert ein s’ € A"\ {0} mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle p’ € Spec A’
und s" ¢ p’ existiert ein q' € Spec B', sodass ¢ N A" = p’ gilt und Quot(4'/y’) —
Quot(8'/q) endlich ist.

Wahle ein Urbild s von " unter A — A" = 4/4na, also s ¢ qN A. Da A Jacobson ist,
existiert ein m € Max A mit gNACmund s ¢ m. Dann ist s’ ¢ m- A" =: M’ €
Max A’. Wir wenden nun die obige Eigenschaft auf p’ = m’ an und erhalten ein
n € Spec B’ mit ' N A = m’ sowie
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7 KETTENBEDINGUNGEN

Quot (4/m) <2 Quot(B'/w)

At Quot(5/n)

Afm —————— B,

m’/eMax A’

wobei n := nW'NB € Spec B. Also ist B/n ein Kérper nach Lemma 6.7 und n € Max B.
EsgiltgCn(dannA=m>DqgNA)und b ¢ n, da wir die folgende Bijektion
haben.

Spec((B/a)[b7Y]) = {geSpecB|qCqundbé¢q}
g ~— JNB

[14. Juni 2018]

[18. Juni 2018]

ii) Nun zum Beweis des Zusatzes. Wahle ¢ € Max B und b = 1. Wende die Konstruktion
von eben an. Dann folgt, dass ein m € Max A mit m O qgN A und ein n € Max B
mit n N A = m sowie n D ¢ existieren. Da q maximal ist, ist ¢ = n. Also gilt
m2OgNA=nNA=me Max A.

Auflerdem ist Quot(4'/m’) — Quot(B'/w) eine endliche Korpererweiterung, aber es
gllt QUOt(A//m’) = A/m = A/qﬂA und Quot(B'/n’) = B/n = B/q. ]

Korollar 7.23. Sei k ein Korper und A endlich erzeugte k-Algebra. Dann gilt:

i) A ist Jacobson.

)

ii) Fir alle m € Max A ist k < 4/m endlich.

iii) Max A = {p € Spec A | k — Quot(4/p) endlich}
)

iv) Sei f: A — B ein Homomorphismus von endlich erzeugten k-Algebren sowie

n € Max B; dann ist n N A € Max A.
Beweis.
i) Folgt direkt aus Satz 7.22 i).
ii) Folgt direkt aus Satz 7.22 ii).

iii) Die Inklusion von links nach rechts folgt aus ii); die andere Inklusion folgt daraus,
dass 4/p ein Zwischenring zwischen k& und Quot(4/p) ist und damit schon ein Korper
sein muss, weil die Erweiterung 4/p <— Quot(4/p) endlich sein muss.
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iv) Wende Satz 7.22 ii) auf die endlich erzeugte A-Algebra B an. ]

Korollar 7.24 (Schwacher Nullstellensatz). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kdrper.
Betrachte den Polynomring k[ti, ..., t,]. Fir x = (z1,...,x,) € k™ definiere m, =
(t1 — z1,...,ty, — x,). Dann ist m, € Max k[tq,...,t,] und die Abbildung

k" — Max klty,...,t,], x+——m,
ist bijektiv.

Beweis. Sei A :=k[ty,...,t,]. Es gilt m;, € Max A, da 4/m, = k und m, # m, fir z # y.
Es ist noch die Surjektivitat zu zeigen. Sei m € Max A. Nach Korollar 7.23 ist k£ <— 4/m
eine endliche Korpererweiterung. Da k algebraisch abgeschlossen ist, muss damit bereits
k = A/m gelten. Betrachte das Bild x; von ¢; unter der Abbildung A — 4/m = k. Dabei
ist t; — x; € ker(A — A/m =2 k) = m. Also gilt m, = (t; — z1,...,t, — x,) C m. Dam,
maximal ist, muss schon m, = m gelten. O]

8 Affine Varietaten

Im ganzen folgenden Kapitel sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.
Definition 8.1.
i) Sein > 0. A" = A"(k) := k™ heiBt n-dimensionaler affiner Raum.
ii) Sei T' C klty,...,t,] eine Teilmenge. Definiere
Z(T) ={z=(v1,...,2,) € A" |VfeT: f(x1,...,2,) =0}
Eine Teilmenge der Form Z(T') heifit algebraische Teilmenge von A™.
Bemerkung 8.2.
i) Seien Ty C Ty C k[ty,...,t,]. Dann ist Z(T}) D Z(T).
ii) Sei T' C k[ty,...,t,) und [ := (T'). Dann folgt Z(T") = Z(I).

)-
Beweis. Die Inklusion Z(T') 2 Z(I ) ist klar. Sei umgekehrt = € Z(T) und f € I.
Dann gibt es Elemente g; € k[ty,...,t,] und h; € T mit f = > g;h;. Es folgt
f(z) => gi(x)hi(z) = 0. Da k[ty, ... ,tn] nach HILBERTS BASISSATZ noethersch
ist, existieren schliefllich fi,..., f,, € I mit Z(T) = Z(I) = Z({ f1,-- -, fm})- ]

Beispiel 8.3. Wir betrachten A2. Es gilt:
D) Z(t 15— 1) = {(z1,22) € [ ] + 23 = 1}

11) Z(tl . tQ) = {(.Thxz) S k2 | x1 = 0 oder xy = 0}
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iii) Z(t3-t3) = {(z1,22) € K* | 11 = 0 oder 25 = 0}
iv) Z(ti — 2,12 — y) = {(z. )}

Beispiel 8.4. Betrachte A'. Was sind die algebraischen Teilmengen? Sei I C k[t] ein
Ideal. Falls I = (0), dann ist Z(I) = A'. Sei also I # 0. Sei f € k[t] mit [ = (f). Dann ist
Z(I)=7Z(f) ={z € k| f(x) =0}. Da f etwa zu f(t) = c(t — 1) ... (t — ) fir gewisse
¢ #0,x; € k faktorisiert, folgt Z(f) = {x1,...,z,}. Damit erhalten wir

{Algebraische Teilmengen von A'} = {Endliche Teilmengen von A'} U {A'}.
Lemma 8.5. Seien I, J, I, C k[ty,...,t,] mit v € V Ideale. Dann gilt

2(x 1) = N ()

veV veV

und
Z(I-J)=7Z(INJ)=7Z(1)U Z(J). (ii)
Beweis.

(i) Z(>1,) € NZ(1,) ist klar nach Bemerkung 8.2 i). Fiir die andere Inklusion sei
x € NZ(L,). Fur f € Y 1I,. Dann gibt es Elemente f, € I, (nur endlich viele
ungleich 0) mit f =Y f,, woraus f(z) = f,(z) =0, also f € Z(}_ I,) folgt.

(ii) Nach Bemerkung 8.2 i) ist Z(I - J) D Z(INJ) 2D Z(I) UZ(J). Sei x € Z(I - J)
und angenommen, x ¢ Z(I). Dann existiert ein f € I mit f(x) # 0. Sei g € J.
Dann ist fg € I-J, also 0 = f(z) - g(x), wobei f(x) # 0, also g(z) = 0 und damit
=0)) O

Proposition 8.6. Es ist
{A"\Z(T) | T Cklt, ... . ta]}
eine Topologie auf A", genannt Zariski-Topologie.

Definition 8.7. Sei X ein topologischer Raum.

i) X heiBt drreduzibel, falls fir alle abgeschlossenen Y1, Y, € X dann Y; UYs # X
folgt.

ii) Sei Y C X eine Teilmenge. Y heifit irreduzibel, wenn Y mit der Relativtopologie
irreduzibel ist.

Beispiel 8.8. A! ist irreduzibel, denn echte abgeschlossene Teilmengen von A! sind
endlich, aber |Al| = |k| = oco.

Definition 8.9. Eine irreduzible algebraische Teilmenge X C A" heifit affine Varietdt.
Achtung: Die abgeschlossene Einbettung X C A" gehort zum Datum einer Varietét.
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8.1 Hilberts Nullstellensatz
Definition 8.10. Sei Y C A" eine Teilmenge. Definiere

LY):={f €kltr,....t,) | Vz €Y : f(x) =0}.
Bemerkung 8.11.
i) I(Y) C k[t ..., t,] ist ein Ideal.
if) Aus Vi C Y; folgt 1(¥1) 2 1(Y2).

i) (¥, UY;) = [(¥1) N 1(¥))

Beispiel. Betrachte A2 DY = {(21, ;) | 21 = 0 oder @, = 0} = Z(ty - t2) = Z(tit}) fir
i,7 > 0. Was ist dann I(Y")?

Sei f € I(Y) C k[t1,t], schreibe f(ti,t2) = Y 50 a;tith. Es gilt fiir alle 2 € k
nun 0 = f(2,0) = Yispape’ und 0 = f(0,2) = Y;59a0;2?. Da [k| = oo ist, folgt
f(0,t3) = f(t1,0) = 0. Damit erhalten wir

fltite) = > aytith € (4 - t).
1,7 >0

Andererseits folgt aus t; - to € I(Y') dann (¢; - t2) C I(Y); und es gilt [(Y) = (¢; - t2).
Lemma 8.12. Sei Y C A" eine Teilmenge. Dann ist Z(I(Y)) =Y (Abschluss in A™).
Beweis.

,2 Es gilt YV CZ(I(Y)), da fir x € Y und f € I(Y

) dann f(x) = 0 folgt. Zusammen
mit der Abgeschlossenheit von Z(I(Y")) folgt Y C Z(I(Y)

).
,C“ Da Y abgeschlossen ist, existiert ein Ideal I C k[ty,...,t,] mit Z(I) = Y. Da
Y CY = Z(I), gilt fir alle z € Y und alle f € I dann f( ) = 0. Deshalb ist
T CI(Y) und es folgt Y = Z(I) 2 Z(I(Y)). O

Satz 8.13 (Hilberts Nullstellensatz). Sei I C k[tq,...,t,] ein Ideal. Dann gilt

1(Z(I)) = V1.

[14. Juni 2018]
[21. Juni 2018]

Beweis. Nach Definition gilt Z(I) = {z € A" | Vf € I : f(z) = 0}. Dabei ist f(z) =
genau dann, wenn f € ker(ev,: k[t1,...,t,] — k) = m, gilt. Also kdnnen wir auch

Z(I) = {z € A" | I C m,}
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schreiben. Daraus folgt nun

WZ(D) ={f €k[ts,....tn) | Yz € Z(I) : f(x) =0}
={fe€klt,....ty] |V € A" : I Cm, = fem,}

Nach dem SCHWACHEN NULLSTELLENSATZ gilt dabei weiter

=(m

meMax k[t1,...,tn],
ICm

Da klti,...,t,] Jacobson ist, folgt ferner

= np = /1.
peSpecklti,...,tn],
ICp ]

Bemerkung. Sei I C kl[ty,...,t,). Dann gilt Z(I) # .

Beweis. Wir haben VI C k[t1, ..., t,], also existiert ein m € Max k[ty, ..., t,] mit I C
m. Weiter existiert ein x € A™ mit m = m,, wobei wir hierbei nur den SCHWACHEN
NULLSTELLENSATZ verwenden. Daraus folgt

{a} = Z(m,) C Z(VI) C Z(1),

wobei im letzten Schritt schon Gleichheit gilt, denn fir y € Z(I) und f € VT existiert
ein n > 0 mit f* € I, und es folgt 0 = f™(y) = f(y)", also f(y) =0. O]

Korollar 8.14.

i) Die Abbildung

{Algebraische Teilmengen Y C A"} s {I Ck[ty,...,t] | I Ideal, ] =T}
Y o 1Y)
W) e I

ist eine inklusionsumkehrende (,inclusion reversing®) Bijektion.

ii) Die Bjektion beschrinkt sich sich zu

{ Abgeschlossene irreduzible Teilmengen Y C A™} «=1s Speck[ty, . . ., t,]

bzw. zu
{{z} |z € A"} < Max k[ty, ..., t,).

Beweis.
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i) Klar nach HILBERTS NULLSTELLENSATZ und Lemma 8.12.

ii) Sei Y C A™ eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge. Seien f, g € k[ty,...,t,] mit
f,9¢1(Y)und f-g € 1(Y). Dann folgt Z(I(Y) + (f)) 2 Y € Z(I(Y) + (9)), da
aus Z(I(Y) + (f)) =Y dann f(y) =0 fiir alle y € Y, also f € I[(Y') gelten wiirde.
Aufgrund der Irreduzibilitiat von Y folgt weiter

ZAY)+ (MUVZAY) +(9) &Y,

wobei Z(L(Y)+ (f))UZI(Y )+ (9)) = Z(I(Y) + (f)) - ((Y) 4+ (g))) ist. Andererseits

gilt
I) + () - AYV) + flg) S LY) + (fg) = IY)

nach Annahme. Das heift, dass Y 2 Z(I(Y)+(f )) ZIIY)+(g9) 2 Z(I(Y)+(fg)) =
Z(1(Y)) =Y, was ein Wlderspruch ist. Also ist I(Y") prim.

Fir die umgekehrte Richtung sei p € Specklty,...,t,]. Selen Zy,Zy C Z(p)
abgeschlossen mit Z; U Zy = Z(p). Schreibe Z; = Z(I;) (1 = 1,2) fiir Ideale
I; Cklty,...,t,] mit p C I;. Dann gilt

Z(p) = Z(1) N Z(L2) = Z(11 - I).

Wir wenden i) an und erhalten p = /p = v/I; - I 2 I; - I und mit Aufgabe 3
von Ubungsblatt 7 (,,prime avoidance“) folgt p O I; oder p O I,. Dann ist aber
Z(p) C Z(1) oder Z(p) C Z(I5), wobei jedes Mal bereits Gleichheit galte. Damit
ist Z(p) irreduzibel.

Zu den maximalen Idealen: Fur m € Max kl[ty, ..., t,] ist m = m, fir ein x € A". Es
gilt Z(m,) = {z}, da fiir y € Z(m,) dann f(y) = 0 fiir alle f € m,, also insbesondere
f(y) =0 fur f =t; — x; gilt, und demnach y; = z;, also y = x folgt. Andersherum
ist fir x € A" dann I({z}) = {f € k[t1,...,t.] | f(z) =0} =m,. O

Definition 8.15. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge. Der Ring

heilt affiner Koordinatenring von X.
Bemerkung 8.16. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge.

i) A(X) ist reduziert, fur alle f € A(X) bedeutet die Existenz eines n > 0 mit f* =0
also bereits f = 0.

A(X) ist eine endlich erzeugte k-Algebra.
ii) X ist genau dann irreduzibel, wenn A(X) ein Integritatsbereich ist.

Definition 8.17. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge. Versieh X mit der Relativto-
pologie von A™. Diese Topologie auf X heifit die Zariski-Topologie.
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Korollar 8.18. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge. Dann induzieren 7 und 1 aus
Korollar 8.1/ die folgenden Bijektionen.

{ Abgeschlossene Teilmengen Y C X} s {I C A(X) Ideal | VI = I}
{ Abgeschlossene irreduzible Teilmengen Y C X} - Spec A(X)
{{z} |z e X} <5 MaxA(X)

Definition 8.19. Sei X ein topologischer Raum. Eine abgeschlossene irreduzible Teil-
menge C' C X heifit irreduzible Komponente von X, wenn fiir alle abgeschlossenen,
irreduziblen Z C X aus C' C Z bereits C' = Z folgt.

Korollar 8.20. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge Dann liefern 7 und 1 die
Bijektion
{Irreduzible Komponenten C C X} <~ MinSpec A(X).

Insbesondere hat X nur endlich viele irreduzible Komponenten (da A(X) noethersch),
aber mindestens eine.

Beispiel. Betrachte X = Z(t;t5) C A% Dann gilt
A(X) = kltnt2l/4) und  MinSpec A(X) = {(t1), (t2) }.
Damit folgt

{Irreduzible Komponenten} = {Z(t,) = t5-Achse, Z(t2) = t;-Achse}.

8.2 Morphismen

Definition 8.21. Seien X C A" und Y C A™ algebraische Teilmengen. Eine Abbil-
dung f: X — Y heifit Morphismus von algebraischen Teilmengen, falls es fi,..., fin €
k[t1,...,t,] gibt, sodass

f(@) = (fi(@), ..., ()

fur alle x = (21, ...,2,) € X gilt. Wir erhalten also das folgende Diagramm.

A"
Ul Ul

Wir schreiben Hom(X,Y) := {f: X — Y | f Morphismus}.
Beispiel 8.22.

i) Sei X =7Z(t3 —3) C A?
Betrachte Abbildung f: A' — X, 2 — (2% 23). f ist ein Morphismus, da
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(x2,23)
Al — 4 A2

Ul Ul
J AN e

gilt. f ist bijektiv.

ii) Sei Y =Z(t3 —ty) C A%
Betrachte Abbildungen g: A! — Y,z — (z,2?) und ¢: YV — Al (21, 25) — 2.
Beides sind Morphismen (klar) und ¢’ o g = idy1, g o ¢ = idy.
Bemerkung 8.23. Sei X C A" algebraische Teilmenge. Dann ist
Hom(X,A") C Abb(X, k) := {f: X — k| f Abbildung}

ein Unterring, wobei die Ringstruktur durch (f + ¢)(z) = f(x) + g(x) und (f - g)(x) =
f(x)-g(x) gegeben ist. Falls f, g € Hom(X, A'), sind dann auch f+g¢, f-g € Hom(X, A!).
Betrachte den Ringhomomorphismus

a: klty,...,t,] — Abb(X, k),
o alf): X — ke f(a)

Es gilt im @ = Hom(X, A') und ker a = I(X). Somit induziert o einen Isomorphismus £3.

K[ty ... ta] —2— Abb(X, k)

| ¥

A(X) ——— Hom(X,A')

=

14

Fir f € A(X) schreiben wir f(z) := (5(f))(z) fur z € X.

Bemerkung 8.24. Seien X C A" Y C A™, Z C Al algebraische Teilmengen, Seien

x Ly %z Morphismen. Dann ist g o f: X — Z ein Morphismus. Auflerdem:
idy: X — X ist ein Morphismus.

Definition 8.25. Ein Morphismus f: X — Y zwischen algebraischen Teilmengen X C
A™Y C A™ heifit Isomorphismus, wenn es einen Morphismus ¢g: Y — X mit go f = idy
und f o g = idy gibt.

In der néchsten Vorlesung betrachten wir Hom(X,Y) <5 Homy,_ a1, (A(Y), A(X)). Es
bleibt also spannend, bleibt dran!

[21. Juni 2018]
[25. Juni 2018]
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Bemerkung. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge sowie A := A(X). Wir haben zum
einen die Zariski-Topologie auf X

{abgeschlossene Teilmengen von X} = {Z(J) | I(X) C J C k[t ..., t,]}
und die Zariski-Topologie auf Spec A
{abgeschlossene Teilmengen von Spec A} = {V(I) | I C A Ideal}
wobei V(1) = {p € Spec A | I C p}. Betrachte die bijektive Abbildung

p: X — MaxA C SpecA,

T o me/i(X).
Betrachte die algebraische Teilmenge Z(J) C X. Dann ist
p(Z(])) = {m=/1x) | Vf € J: f(x) =0},

wobei Vf € J : f(x) = 0 dquivalent zu J C m, ist. Mit dem SCHWACHEN NULLSTELLEN-
SATZ folgt

O(Z(J)) ={"1x)| J Cm € Max k[t,...,t,]}
={n|neMax A, n 2D ix)}
= V(//1x)) N Max A.
Also ist die auf Max A von X via ¢ gegebene Topologie identisch zur Relativtopologie
von Spec A auf Max A.
Erinnerung: Sei X C A™ abgeschlossen. Wir hatten dann:

k... t,] —=— Abb(X,k)

J ¥

A(X) —Z— Hom(X,A')

=)

1R

Bemerkung 8.26.

i) Seien X C A" Y C A™ algebraische Teilmengen. Sei f: X — Y ein Morphismus.
Definiere f*: A(Y) — A(X) durch

h—hof Bx!

AY) —2 Hom(Y,A) Hom(X, Al) A(X).

f*

f* ist ein Ringhomomorphismus, da h +— ho f ein Ringhomomorphismus (und sogar
ein k-Algebrenhomomorphismus) ist. Fiir einen weiteren Morphismus g : Y — Z

gilt (go f)* = frog"
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ii) Sei ¢: A(Y) — A(X) ein k-Algebrenhomomorphismus. Dann gilt

Els1, .. Sm] 22 k[t ..., ty)]

AY) ——— A(X),

wobei ® ein k-Algebrenhomomorphismus ist. Dazu betrachten wir das Bild f; von
s; unter der Abbildung k[sy,...,sm] = A(Y) % A(X) und wihlen ein Urbild
fi von f; unter kft1,...,t,] - A(X). Setze nun ® := ev(y, 1., (nicht eindeutig
bestimmt!).

Betrachte F': A" — A™ x = (xq,...,2,) — (fi(x),..., fm(x)). Wir zeigen F(X) C
Y. Sei z € X und g € I(Y). Es gilt

,,,,,

g(F(2)) = g(fi(@), .o, (@) = g(frs o, ) (@),
da

E[s1, .., 8] — )t

€V(zy,...zn) CEV(f1,..., fm)<5i) = €V(zy,..., xn)(f2> = fi(xla o 7‘TTL)
= fi(T) = V(£ @), frn(2)) (53)

ist, also g(F(z)) = (®(g))(x) =0, da ¢(I(Y)) C [(X). Das bedeutet nun:
Ar T A™

Ul Ul

Nach Konstruktion von F'ist f ein Morphismus

Wir zeigen noch, dass f unabhangig von den Wahlen der f; ist. Seien dazu f! weitere
Urbilder von f;. Dann gilt insbesondere f; — f/ € I[(X). Nun folgt f;(z) = f!(x) fir
alle x € X, also F(x) = F'(z) = (f{(z),..., f.(2)).

Wir schreiben o# := f. Fiir k-Algebrenhomomorphismen ¢: A(Z) — A(Y) gilt
weiterhin (¢ o 1)# = # o p¥.

Proposition 8.27.
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i) Seien X C A" Y C A™ algebraische Teilmengen. Dann sind

Hom(X,Y) «— Homy_ 4, (A(Y),A(X))
f—r
p* — g
zueinander inverse Bijektionen.

i) Zu jeder endlich erzeugten, reduzierten k-Algebra A existiert eine algebraische
Teilmenge X C A" mit A(X) = A. X ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit
und A genau dann ein Integrititsbereich, wenn X eine Varietdt ist.

Beweis.
i) Sei f € Hom(X,Y). Wir zeigen zunichst (f*)# = f. Definiere ¢ := f*. Betrachte
das Diagramm
k[s1,. .. 8m] —— k[t1, ... tn]
| | (*)

AY) ———— A(X),
wobei wir ® so wahlen, dass (*) kommutiert.

Sei F': A" — A™ die Abbildung konstruiert wie in Bemerkung 8.26 ii). Es gilt
o¥(x) = F(x) fiir alle z € X. Wir wenden das 8 aus Bemerkung 8.23 auf das
Diagramm (*) an und erhalten

Hom(A™, Al) T Hom (A", Al)
k[Sl,...,Sm] L k[th,tn]
h—hly l l h—h|x
AY) —1 5 A(X)
Hom(Y, A') i) Hom (X, Al).

Hierin kommutieren alle Teildiagramme, also insbesondere auch der duflere Weg,

was gerade
(hoF)lx =hlyof und h(F(z))=h(f(z))

fiir alle h € Hom(A™, A') und = € X bedeutet.

Wir wihlen nun konkret h: A™ — Al (y1,...,ym) — y;. Dann ist F(z); die i-te
Koordinate von F(z) = f(z);. Da i beliebig ist, gilt schon F(x) = f(x).

Sei umgekehrt ¢: A(Y) — A(X) ein Homomorphismus von k-Algebren. Wir wahlen
einen Lift, sodass das Diagramm (*) kommutiert, und erhalten so F': A™ — A™.
Es gilt o (z) = F(z) fiir alle x € X. Es reicht zu zeigen, dass
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ii)

hi—hop#

Hom(Y, Al) Hom(X, Al)
%’Tﬁy gTBX
A(Y) . A(X)

kommutiert. Seien dazu g € A(Y) und x € X; und wir zeigen (By(g) o ¥ )(x) =
(Bx(¢(9)))(z). Zunichst gilt

(By(9) 0 0™)(2) = (By (9))(¢" (2)),

und wir wéhlen ein Urbild g unter k[sy, ..., s, — A(Y). Weiter erhalten wir

(¢™(2)) = g(F(2)) = (2(9))(2),

Q|

und wéhlen wieder ein Urbild ¢(g) von ¢(g) unter k[tq,. .., t,]. SchlieSlich gilt

= (p(9)(x) = (By (#(9)))(x).

Sei A eine reduzierte, endlich erzeugte k-Algebra; es existiert also eine Surjektion
: k[ty,...,t,] — A von k-Algebren. Definiere X := Z(ker ) C A™ (algebraisch).
Dann gilt

Da A reduziert ist, folgt kltitnl/kerg = kltistnl/kerp = A. O

Lemma 8.28. Seien X C A" und Y C A™ algebraische Teilmengen sowie f: X — Y

ein Morphismus. Sei x € X und m, € Max A(X) das zugehorige mazximale Ideal. Dann
istmy NA(Y) =myy) (via f*: A(Y) — A(X)).

Beweis. Unter Sx: A(X) = Hom(X,A) ist Sx(m,) = {h € Hom(X, A') | h(z) = 0}.

Betrachte das folgende kommutative Diagramm.

A(Y) f* A(X)

%lﬁy EL@’X

Hom(Y, A') h%;wjg Hom (X, A')

Damit gilt

®~(Bx(m,)) = {h € Hom(Y,A' | ho f € Bx(m,)}
= {h € Hom(Y,A") | h(f(x)) = 0} = By (ms()). O

[25. Juni 2018]

[28. Juni 2018]
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Definition 8.29. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge und h € A(X). Dann heifit
D(h) :=={z € X | h(z) # 0} = X \ Z(h)
die offene Hauptmenge von X (,principal open subset®).

Bemerkung 8.30. Offene Hauptmengen lassen sich als algebraische Teilmengen realisie-
ren. Fiir X C A" ist D(h) C A"™! abgeschlossen. Es gilt A(D(h)) = A(X)[h™!].

Lemma 8.31. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge und U C X offen. Dann gibt es
hiy ... hy € A(X) mit

m

i=1
Beweis. Sei Z = X \ U C X abgeschlossen. Dann gibt es ein Ideal I C A(X), sodass
Z=7(I)={re X |Vfel, f(r) =0}. Da A(X) noethersch ist, gibt es hy,..., hy, € I
mit [ = (hy,..., hy). Dann ist

Z={zeX|h((z)=...=hy(x)=0}
und .
U:X\Z:{x€X|EIi:hi(m)7éO}:UD(hm). O

Proposition 8.32. Seien X C A" und Y C A™ algebraische Teilmengen sowie f: X —
Y ein Morphismus. Dann ist f stetig.

Beweis. Nach Lemma 8.31 geniigt es zu zeigen, dass f~'(D(h)) C X fiir alle h € A(Y)
offen ist. Es gilt aber f~*(D(h)) = {x € X | h(f(z)) #0} ={z € X | (f*(h))(z) #0} =
D(f*(h)). O

Bemerkung 8.33. Seien X = Z(t? — #2) = {(z1,22) | 23 = 23} C A2 und YV =
A'. Dann ist f: A' — X,z — (22, 2%) ein Morphismus und offensichtlich bijektiv.
Wir zeigen, dass f offen (d.h. Bilder offener Teilmengen sind offen) ist. Sei dazu h €
A(A') = k[t]. Wir betrachten D(h). Sei ohne Einschrinkung h(t) = (t — z1)...(t —
x,). Also ist D(h) = A'\ {zy,...,2,}. Damit haben wir f(D(h)) = {f(z) | = €
D(h)} = X\ {f(x1),..., f(z,)}, wobei wir hier ausnutzen, dass f bijektiv ist. Da
aber endliche Teilmengen sind abgeschlossen sind, ist f(D(h)) offen. Folglich ist f ein
Homoéomorphismus.

Aber: f ist kein Isomorphismus. Betrachte f*: A(X) — A(A!), wobei A(A!) = k[t]
und A(X) = k[ty, to] /(13 — 3), da t3 — t3 irreduzibel ist.

frokltn ]/ —65) — k[t], 1 Pt £

f* ist kein Isomorphismus, da t ¢ im f*. Nach Proposition 8.27 ist damit auch f kein
Isomorphismus.
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AuBerdem sind A! und X sind nicht isomorph. Betrachte (0,0) in X. Dieser Punkt
entspricht dem maximalen Ideal (¢y,%2)/(t3 — t3) =: m von A(X). Es gilt

M/m2 22 (t02) /(12 4145 12 12—12) = (b, ta)

und t1,t2 in ™/m? sind linear unabhéngig.
Aber fiir z € A! gilt m, = (t — ), und es folgt ™e/m2 = (t — z);,. Somit kann es keinen
Isomorpismus A' — X geben.

9 Dimensionstheorie
Definition 9.1. Sei X ein topologischer Raum. Definiere dim X € Z>o U {£o0} als
dim X :=sup{l | IXo C X; C--- C X; #0, X; C X abgeschlossen und irreduzibel}.

Formal gilt dim () = —co.

Falls X C A" eine algebraische Teilmenge, also insbesondere eine Varietat ist, so haben
wir die Bijektion

{abgeschlossene irreduzible Teilmenge Z C X} «— {Primideale von A(X)}
Dies fithrt zu der folgenden
Definition 9.2. Sei A ein Ring. Definiere dim A € Zso U {£o0} als
dim A :=sup{l € Z>o | Ipo C --- C p;, p; € Spec A}
Formal gilt dim 0 = —oo0.
Beispiel 9.3.
i) Korper haben Dimension 0.

ii) Sei A ein Hauptidealring, der kein Korper ist. Dann folgt dim A = 1. Beispielsweise
ist dimZ = 1 oder dim k[t] = 1 (geometrisch dim A' = 1).

iii) In k[ty,...,t,) konnen wir die Primidealkette
(0) - (t1> G- C (th‘"vtn)

betrachten. Deshalb folgt dim kl[ty, ..., t,] > n, also dim A" > n. Tatséchlich gilt
Gleichheit, wie wir spéater sehen werden.

Bemerkung 9.4. Sei A ein Ring mit dim A = d € Z>o. Dann existiert eine Primide-
alkette pg C --- C pg in A. Dann ist diese Kette maximal, das heifit, es gibt kein p in
Spec A mit p C po oder p; C p C p;1 und py € p. Insbesondere gilt also:
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i) po € MinSpec A = dim A = maxpeminspec 4 dim 4/p
ii) pg € Max A = dim A = maxyemax 4 Am

Bemerkung 9.5. Sei X C A" eine algebraische Teilmenge.

i) dim X = max;_; _,dim C;, wobei (', ..., C, die irreduziblen Komponenten sind.

-----

ii) dim X = maxzex dim A(X)y,, (falls X irreduzibel, dann folgt dim A(X),,, =
dim A(X) fiir alle z € X, was wir spater zeigen werden).

Beispiel 9.6. Sei X = Z(tt3,tat3) = {(x1, 22, 23) | 123 = 0 und zox3 = 0}, also 23 =0
oder ¥ = x5 = 0. Irreduzible Komponenten sind C; = {(z1,%9,0) | 21,20 € k} = A2,
Co = {(0,0,23) | z3 € k} = Al. Dann ist dim X = dim C; = dim A? = 2.

Proposition 9.7. Sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Dann gilt:
i) dim A = dim B
ii) Fir alle q € Spec B ist dim Agna > dim B,.

iii) Falls A C B die Voraussetzungen von GOING DOWN erfillt (also Vpi,ps €
Spec A, p; C poVes € Spec B,qa N A = poTqy € Spec B : g1 C qo,q1 N A =p1), so
folgt bereits Gleichheit in ii); es gilt also dim Agna = dim By fiir alle q € Spec B.

Beweis.

i) dimA > dim B: Sei qop C --- C q; eine Primidealkette in B. Dann erhalten wir die
Primidealkette qgN A C --- C q;N A von A. Nach Proposition 6.8 iii) sind die
Inklusionen dabei alle tatsachlich echt.

dim A < dim B: Sei py € --- € pg eine Primidealkette in A. Da A — B injektiv
ist, folgt mit Proposition 6.8 ii), dass es qo € Spec B gibt mit qo N A = po.
Wir haben also folgende Situation:

B Jo
ul l
A po & 0 & Pa

Mit GOING UP folgt, dass es q1 € --- € qq gibt mit q; N A = p,.

=

ii) Seiqo € --- € q; = q eine Primidealkette in B. Nach Proposition 6.8 ii) gilt dann
NAC-—-CqunA=qnA

iii) Seipp C -+ C p; = qN A. Wir haben also folgende Situation:

B q
Ul I
A qaNA=p 5 - 35 po
Nach GOING DOWN existieren dann passende Primideale in B. O]
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9.1 Krulls Hauptidealsatz
Definition 9.8. Sei A ein Ring und p € Spec A sowie n > 0. Dann heift

pi = (p" - Ap) N A
die n-te sympolische Potenz von p.

Lemma 9.9. Sei A ein Ring und p € Spec A sowie n > 0.

i) ,2“ Seia € A, sodassein s € A\p mit sa € p" existiert. Dann ist § = % € p™- A,
also a € (pm - A,) N A=p.

,C“ Seia € (p"-Ay) NA Dannist ¢ € p”- A,. Es gibt alsob e p” und t € A\ p
mit ¢ = % Somit existiert ein u € A\ p mit s := uta = ub € p”. Dann folgt

se A\p.
ii) Klar.
iii) Klar.

iv) Wir haben p™. A4, = ((p™- A,)NA)-A, = p"- A,, da sogar allgemein ((I-B)NA)-B =
I - B gilt. Es bleibt also p" - A, = (p - Ay)" zu zeigen.
,C“ Sei b € p". Dann existieren b;; € p mit b= > b;1...b;,. Fir s € A\ p folgt
byt bz b (p. A,
,2“ Seic € (p-Ay)". Dann existieren b;; € p und s;; € A\ p mit ¢ =y ot ... bin,

Definiere " "
s = Hsij und b:= Z H Sij (H bij>
ij i j=1,...n j=1
i
Dann gilt s € A\ p und b € p(™ und folglich liegt ¢ = g ep’-A,. m

[28. Juni 2018]
[2. Juli 2018]
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Satz 9.10 (Krulls Hauptidealsatz). Sei A ein noetherscher Ring, x € A und p € Spec A
mit x € p minimal (es existiert also kein q € Spec A mitx € ¢ C p). Dann ist dim A, < 1.

Beweis. Sei q € Spec A mit q C p. Wir zeigen q € MinSpec A. Ohne Einschrankung
sei ein A lokaler Ring mit maximalem Ideal p (gehe sonst zur Lokalisation A, tiber).
Betrachte den Ring 4/(). Es gilt Spec4/(z) = {p}. Also ist 4/(z) ein noetherscher Ring,
in dem jedes Primideal maximal ist. Nach Ubungsblatt 8 wissen wir damit, dass 4/(z)
artinsch ist.

Wir betrachten nun die Idealkette

@O+@)/ (@) D @V+@) /@) D ...

in 4/(x). Da 4/() artinsch ist, gibt es ein n > 0 mit
@ +@)/ () = @@ /() = . . ..

Insbesondere folgt q™ + (1) = q™*Y + (x). Damit existiert fiir alle f € q™ Elemente
g€ q™ und a € A mit f = g+ ax, also ax = f — g € ¢™. Nach Lemma 9.9 existiert
nun ein s € A\ q mit sazx € q".

Wegen der Minimalitédt von p folgt « ¢ q, also a € q™. Mit anderen Worten haben
wir ¢ = (2)q™ + q**V. Nach Korollar 2.19 mit M = q™, I = (z), N’ = q"™ und
N = gD erhalten wir ¢ = g+,

Wir gehen jetzt zur Lokalisation A, tiber:

(q- Aq)n = q(n) cAg = q(n+1)Aq =(q- Aq>n+1

Wir wenden nun Lemma 2.18 auf M = (q- A4,)" und I = q- A, = Jac(A,) an. Damit
folgt (q - Aq)™ = 0. Lemma 9.11 impliziert nun Spec A; = {q - Ay}, also dim A; = 0. Das
bedeutet aber q € MinSpec A. O

Lemma 9.11. Sei (B, m) ein lokaler Ring, fiir den ein k > 0 mit m* = 0 existiert. Dann
ist schon Spec B = {m}.

Beweis. Sei p € Spec B. Zeige p = m. Die Inklusion p C m ist klar. Sei umgekehrt b € m.
Dann ist b* € m* =0 C p, also b € p. O]

9.2 Dimension von noetherschen lokalen Ringen

Definition 9.12. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring sowie I C A ein Ideal. Dann
sind aquivalent:

i) Es existiert ein n > 0 mit m” C 1.

ii) Fir alle p € Spec A folgt aus I C p bereits p = m.

iii) dimA4/1 =0
)

iv) A/r ist artinsch.
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Falls diese dquivalenten Bedingungen erfiillt sind, heifit I Definitionsideal (,ideal of
definition®).

Beweis.

i) = ii): Da das maximale Ideal von 4/1 nilpotent ist, kénnen wir Lemma 9.11 auf 4/r
anwenden.

ii) = iii): Es gilt Spec4/r = {w/1}, also folgt dim 4/r = 0.

iii) = iv): 4/r ist noethersch und es gilt Spec4/r = Max4/1. Nach Aufgabe 4 von
Ubungsblatt 8 ist 4/ artinsch.

iv) = i): Nach Aufgabe 3 von Ubungsblatt 8 ist Jac(4/1) nilpotent, da A artinsch ist.
Somit existiert ein n > 0 mit (m/1)" = 0. Also gilt m"™ C . O

Satz 9.13. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring.

i) Falls I = (aq,...,a;) ein Definitionsideal ist, so gilt dim A < [. Insbesondere folgt
dim A < o0.

ii) Sei dim A = d. Dann existiert ein Definitionsideal I von A, das von d Elementen
erzeugt wird.

Beweis. Wir fuhren in beiden Fallen einen Induktionsbeweis.

i) 1 =0: Klar.
[ =1: KRULLS HAUPTIDEALSATZ.

[ —1—1: Seiq € Spec A mit ¢ C m und ohne dazwischenliegende Primideale.
Dann ist (a1,...,a) € q. Ohne Einschrankung sei a; ¢ ¢. Dann ist (a1) + q
ein Definitionsideal, und somit existiert ein n > 0 mit m"™ C (a;) + q. Also
gilt al € (ay) + q fir alle i. Demnach gibt es Elemnte ¢3,...,9, € q und
C2y. .., € Amit a' = ;a1 + g;.

Wir zeigen nun, dass (a, go, ..., g;) ein Definitionsideal ist. Es gilt mit r := In
dann I" C (a1, g2, -..,q1), da fir z € I" dann etwa . = Y, a4, - - - G, gilt
und in diesem Ausdruck mindestens eines der a; mit Potenz > n vorkommen
muss. Somit ist I aber ein Definitionsideal, und es existiert ein s > 0 mit
m® C [ alsom’"s CI" C (a1,92,---,G1)-

Betrachte nun den Ring 4/(gs,...q) sowie Primideale 9/(gs,..9) T ™/(g2,-01)
und das Bild @; von a; unter A — 4/(gs,...9). Da 9/(gz,....1) kein Primober-
ideal von @; ist (denn (aq,¢s,...,q) ist ein Definitionsideal), konnen wir
KRruLLS HAUPTIDEALSATZ anwenden. Demnach folgt dim 4/(gs,....q) > 1, also
dim 44/(ga,....q) = 0. Also ist (go, ..., ) ein Definitionsideal von A,. Nach der

Induktionsvoraussetzung folgt dim A; <! — 1. Sei nun

Po & & Pa1 & Pa
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eine Primidealkette der Lange d = dim A. Dann ist p; = m und py_; ist ein q
wie oben. Schliefflich folgt wegen d — 1 < dim A <l—1dannd <.

Pd—1
ii) d=0: (0) ist offensichtlich ein Definitionsideal.

d—1—d: Sei q € Spec A. Dann ist dim A; = d — 1. Hierzu wéhlen wir eine
Primoberidealkette po € ... C pg—1 € pg. Dann ist pg = m und dim A4,, | <
d—1, da aus dim A > d dann dim A > d + 1 folgen wiirde.

Pd—1
Nach der Induktionsvoraussetzung existieren Elemente by,...,b04-1 € Aq,
sodass (b1, ..., b4—1) ein Definitionsideal von A, ist. Weiterhin existieren u; €

A,s;€ A\ qmit b; = %. Dann gilt

s Qad—1
(bl,...,bdl)_<1,..., 1 )

und ¢ ist somit in minimales Primideal von (a,...,aq_1).

Seien qy,...,q, die (wegen noethersch endlich vielen) Primoberideale von
(a1,...,aq-1). Wir zeigen nun m ¢ q; U...Uq,. Wir nehmen das Gegenteil an.
Nach ,,prime avoidance® existiert ein ¢ mit m C q;, also sogar m = q;. Somit
ist m ein minimales Primideal tiber (aq,...,a4_1), weshalb (a,...,a4-1) ein
Definitionsideal von A ist und nach i) dann dim A < d — 1 folgt, was ein
Widerspruch ist.

Wir wahlen nun ein ag € m\ (¢; U...Ugq.). Dann ist (ay,...,a4-1,a4) €in
Definitionsideal von A, da sonst ein p € Spec A mit q C p C m existieren
wiirde. [
[2. Juli 2018]
[5. Juli 2018]

Korollar 9.14. Sei A ein noetherscher Ring (nicht notwendigerweise lokal) sowie
ai,...,a € A und p € Spec A ein minimales Primoberideal von (aq,...,a;). Dann
folgt dim A, <.

9.3 Dimension von endlich erzeugten k-Algebren

Lemma 9.15. Sei k ein Korper. Dann ist dim klty, ..., t,] = n.

Beweis. Nach den vorherigen Uberlegungen ist n < dim A mit A := k[ty,...,t,] klar.
Wir zeigen nun dimA < n. Sei pg € --- € p; eine Primidealkette in A. Nach der
NOETHER-NORMALISIERUNG existieren iiber k algebraisch unabhangige aq,...,a; € A
und 0 < hg < -+ < hy < n mit

e C:=klay,...,q] C A ganz und

e p,NC = (ay,...,ap,) firi=0,...,10
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Da p; € p;r1 und A C C ganz, folgt mit Proposition 6.8 iii) schon p; N C' C p,; 41 N C,
also h; < h;y; und damit [ < n. O

Satz 9.16. Sei A eine endlich erzeugte k-Algebra und ein Integrititsbereich. Dann gilt:

i)

dim A = trdeg(Quot(4)/k)

ii) Fir eine mazximale (also nicht verlingerbare) Primidealkette po S -+ C p; gilt
[ =dim A.
Beweis.

i)

ii)

Nach der NOETHER-NORMALISIERUNG existieren tiber £ algebraisch unabhan-
gige Elemente ay,...,a, € A mit k[a;,...,a,] C A ganz. Dann folgt mit n =
trdeg(Quet(4)/x) nach Proposition 9.7 dim A = dim klay,...,a,] = n (vergleiche
Lemma 9.15).

Sei eine maximale Primidealkette po € - -+ € p; gegeben. Wieder nach der NOETHER-
NORMALISIERUNG gibt es iiber k algebraisch unabhéngige aq,...,a, € A und
0<hy< - <h <nmit

o C =klay,...,a,] € A ganz und
e p;NC = (ay,...,ap) furi=0,...,10.
Wegen i) muss dim A = n sein, also | < n.
Wir zeigen nun h; = fir allet =0,...,1[.
Beweis. Wegen der Ganzheit von C' C A und p; C p;4q gilt bereits h; < h;yq. Wir
fithren nun eine Induktion nach .

i = 0: Angenommen, hy # 0. Dann ist (ay, ..., ap,) 7 (0). Da die Erweiterung ganz
ist, folgt po # (0) Also ist po ¢ MinSpec(A) im Widerspruch zur Maximalitét

der Kette.
Man vergleiche hierzu auch das folgende Bild, wobei A ein Integritéitsbereich
und k[ay, ..., a,] normal ist.

A (0) - Po

ganz (| l l
C 0) <€ (a1,...,an,)
I
klay, ..., ap)

i — i+ 1: Angenommen, h; + 1 < h;y1. Definiere r := h; und s := h;; 1. GOING
DOWN impliziert nun, dass es ein p € SpecA/p; mit (0) C p C viv1/p; gibt.
Betrachte das Urbild p von p unter A — 4/p;. Dann ist p; C p C p;yq, was
aber ein Widerspruch zur Maximalitét ist.
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Man vergleiche hierzu wieder auch das folgende Bild, wobei A ein Integritéts-

bereich und k|ay, ..., a,] normal ist.
A i P & /e
ganz (| ganz (|

klay, ..., ap,) klayiq, ..., a) 0) € (a,+1) C (apg1,-..,0as)
L]

Zeige nun noch h; = n. Angenommen h; < n. Dann existiert nach GOING UP ein

p € Spec Amit p; Cpund pNC = (ay,...,a,), also aufgrund der Ganzheit p; C p.
Das ist wieder ein Widerspruch.

Man vergleiche auch hierzu wieder auch das folgende Bild, wobei A ein Integritats-

bereich und klay, ..., a,] normal ist.
A P - 3p
ganz || I
C (a1,...,ap) < (ai,...,ap)
I
klai, ..., an)

]

Korollar 9.17. Sei A eine endlich erzeugte k-Algebra und ein Integrititsbereich. Fir
m € Max A folgt dann dim A, = dim A.

Beweis. Die Ungleichung ,,<* ist klar. Fir ,>“ wahlen wir eine Primidealkette qo C
-+ C qq in Ay, wobei d :=dim A,,. Dann ist qoNA C --- C qq4 N A eine Primidelakette.
Diese ist maximal wegen der Maximalitét von qo € --- € qq. Nach Satz 9.16 folgt dann
d = dim A. O

Korollar 9.18. Sei A eine endlich erzeugte k-Algebra und ein Integrititsbereich. Sei
x € A\ {0}, p € Spec A mit x € p minimal. Dann ist dimA/p = dim A — 1.

Beweis. Nach KRULLS HAUPTIDEALSATZ wissen wir, dass dim A, < 1 sein muss. Da
A ein Integritatsbereich ist, gilt sogar dim A, = 1 (denn wére dim A, = 0, so wére
p € MinSpec A = {(0)} und damit z = 0).

Betrachte 4/p und definiere d := dim 4/y. Wir betrachten nun die durch das folgende
Diagramm definierte Primidealkette in 4/p.
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A/ 0 ¢ P & - S Pa
A 0 < » S & 0 S pd

Somit folgt dim A > dim 4/p + 1. Aber es gilt auch schon Gleichheit, da dim A, =1 O

Bemerkung 9.19. Anwendung von Korollar 9.18 auf Geometrie: Sei X C A" eine affine
Varietat und f € A(X) \ {0}. Betrachte Z(f) C X. Es gilt

{Irreduzible Komponenten von Z(f)} < {p € Spec A(X) | f € p minimal}.

Nach Korollar 9.18 folgt fur alle irreduziblen Komponenten C' C Z(f) dann dim C' =
dim X — 1. Insbesondere gilt dimZ(f) = dim X — 1.

10 Varietaten

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

10.1 Raume mit k-Funktionengarben

Definition 10.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Garbe von k-Funktionen O ist
Tupel (O(U))ucx offen Vvon Unteralgebren

O(U) C Abb(U, k)
sodass gilt:
i) (Unter-Pragarbe): Seien V' C U C X beide offen. Fir f € O(U) gilt f|y € O(V).

ii) (Verklebung, , gluing®): Sei U C X offen und {U;}c; eine offene Uberdeckung von
U (das heiit U; C U offen und U;c; U; = U). Falls f € Abb(U, k) mit f|y, € O(U;),
so gilt f € O(U).

Bemerkung 10.2. Sei O eine Garbe von k-Funktionen auf X.

i) Seien V C U C X offen. Dann ist O(U) — O(V), f — f|v ein Homomorphismus
von k-Algebren, da Abb(U, k) — Abb(V, k), f — f|y ein solcher ist.
ii) Sei U C X offen sowie U = |JU; offene Uberdeckung. Dann gilt:
a) Fir f,g € O(U) mit f|ly, =g
b) Seien f; € O(U;), sodass f;
ein f € O(U) mit fly, = f.

Definition 10.3. Ein Paar (X, Ox) bestehend aus einem topolgischen Raum X und
Garbe Ox von k-Funktionen heifit Raum mit k-Funktionengarbe.

vny; fir alle 4, j. Dann existiert genau

UiﬂUj = f]
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Beispiel 10.4. Sei X ein topologischer Raum. Bespiele fiir k-Funktionengarben auf X:
i) O(U) = Abb(U, k) liefert Garbe von k-Funktionen.

ii) Falls £ =R oder C: O(U) = {stetige Abbildungen U — k}

iii) Falls £ = C, X komplexe Mannigfaltigkeit: O(U) = {holomorphe Funktionen U —
C}

Bemerkung 10.5. Sei X C A" cine affine Varietat. Sei h € A(X). Betrachte den
Isomorphismus 5 von k-Algebren:

AX) —% 5 Hom(X,Al) C  Abb(X,k) f
AX) A Abb(D(h), k) flow
Es gilt h(z) # 0 fiir alle « € D(h), also h|pmn) € Abb(D(h),k)*. Die Komposition
A(X) — Abb(D(h), k) faktorisiert folglich tiber A(X)[h™!] zu
AX)[h™'Y] — Abb(D(h),k),
i F_Q[x f@)]
h" h(x)™ |

Letztere Abbildung ist dabei injektiv. Falls hf(;w))n 0 (fir alle x € D(h)), dann bedeutet

das, dass f(z) = 0 fir alle x € D(h), also f(x)h(z) = 0 fir alle x € X. Daraus folgt
fh =0, da |k| = co. Also gilt ;£ =0 in A(X).

Lemma 10.6. Sei X C A" eine affine Varietit. Dann gibt es genau eine Garbe von
k-Funktionen Ox auf X, sodass fir alle h € A(X)

Ox(D(h)) = A(X)[h]
gilt, wobei wir A(X)[h™Y] mit seinem Bild unter A(X)[h™!] — Abb(D(h), k) identifizie-

ren.

[5. Juli 2018)]
[9. Juli 2018]

Beweis. Zunéachst zur Eindeutigkeit. Seien O und O’ Garben von k-Funktionen mit
O(D(h)) = O'(D(h)) (alle h € A(X)). Sei U C X offen. Dann existieren h; € A(X) mit
U=D(h)U---UD(hy). Sei f € OU). Dann gilt f|pn,) € O(D(h;)) = O'(D(h;)). Per
Verklebung folgt f € O'(U).

Nun zur Existenz. Sei hierzu U C X offen. Definiere

Ox(V):={f: U~k

39,5€A(X): VYEV: s(y)7£0 und f(y)= L

VaeU: 3V CU offen, z€V: }

Ox ist eine Garbe von k-Funktionen:
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e Ox(U) C Abb(U, k) ist eine Unteralgebra.
e Unter-Pragarbe: gilt, da definierende Eigenschaft an f lokal ist

e Verklebung: gilt ebenfalls wegen Lokalitét
Es verbleibt, Ox(D(h)) = A(X)[h™] zu zeigen.

,D% Da A(X

:{ D(h) —>k‘EIgGA( )nZO:‘v’xGD(h):f(x)zg(m)},
folgt A(X )[h 11 C Ox(

D(h)).

,C“ Sei f € Ox(D(h)). Betrachte I :={a € A(X) | g € A(X) : Vx € D(h) : g(z) =
(af)(x)}. I ist ein Ideal in A(X).

Wir zeigen nun h € V1.

Beweis. Nach HILBERTS NULLSTELLENSATZ folgt /I = I(Z(I)). Angenommen,
h ¢ I(Z(I)). Dann existiert ein « € Z(I) mit h(x) # 0, also x € D(h). Folglich
existiert eine offene Umgebung x € V' C D(h) sowie g, s € A(X), sodass s(y) # 0
und f(y) = % fiir alle y € V gilt, was dquivalent ist zu

VyeV: s(y)fly) =9y)

ist. Ohne Einschrankung ist V = D(u) fir ein v € A(X). Insbesondere gilt fir alle
y € D(u) dann (usf)(y) = (ug)(y). Daraus folgt nun, dass (usf)(y) = (ug)(y) auch
fir alle y € D(h) gilt, da u(y) = 0 fir alle y € D(h) \ D(u) gilt.

Damit ist nun us € I, aber us(z) # 0, also x ¢ Z([I). Das ist ein Widerspruch zu
unser Konstruktion. ]

Also gibt es n > 0 mit A™ € I. Dann existiert ein g € A(X) mit
glowy = (Fh")[o)-
Das bedeutet aber f =% € A(X)[h™1]. O
Definition 10.7. Sei X C A" eine affine Varietdt. Die Garbe Ox von k-Funktionen

heilt Strukturgarbe oder Garbe von reguliren Funktionen auf X.

10.2 Morphismen

Definition 10.8. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) Raume mit k-Funktionengarben. Ein Mor-
phismus f: (X,0x) — (Y, Oy) ist eine stetige Abbildung f: X — Y, sodass

go fly-1w € Ox(f'(u))

fir alle offenen U C Y und g € Oy (U) gilt.

Bemerkung. Die Abbildung Oy (U) — Ox(f ' (U)),g — g o fls-1w) ist ein Homomor-
phismus von k-Algebren.
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Bemerkung 10.9. Seien X C A" und Y C A™ affine Varietdten und f: X — Y ein
Morphismus von affinen Varietiaten. Sei f*: A(Y) — A(X). Frage: Ist f ein Morphismus
von Rdumen mit k-Funktionengarben?

i) Sei k € A(Y'). Betrachte Dy (h) (die offene Hauptmenge von h in Y'). Wir erhalten
das folgende Diagramm.

AY) — T A

Lo
T

Sei g € Oy (Dy(h)) = A(X)[h™']. Dann gilt
g€ AX)[(f*h)™"] = Ox(Dx(f*h)) = Ox(f ' (Dy(h))).

Gleichzeitig gilt f*g =g o flf*l(D(h))

ii) Sei U C Y offen, sei g € Oy(U). Also gibt es elemente h; € A(Y) mit U =
D(hi) U---UD(hy). Setze U; := D(h;). Betrachte g|y. € Oy (U;). Nach i) gilt
glv. o flyrwy € Ox(f7HUI)-

Aber es gilt (9o f|r-1w)| -1y = 9lvi © fly-1wy- Da f7HU) = U f~H(U;) folgt mit
Verklebung g o f|;-11y € Ox(f~H(0)).

Also: Ja, f ist ein Morphismus von Rdumen mit k-Funktionengarben.
Proposition 10.10. Seien X C A™)Y C A™ affine Varietiten. Dann ist die Zuordnung

Hom(X,Y) — Hom((X,0Ox),(Y,0y)),
f—f

aus Bemerkung 10.9 eine Bijektion.

Beweis. Die Injektivitat ist klar. Fir die Surjektivitdt sei f: (X,0x) — (Y, Oy) ein
Morphismus von Rdumen mit k-Funktionengarben. Definiere ¢: A(Y) — A(X) durch

AlY) —2— A(X)
I I
Oy (Y) & 0y (X).

Nach der Definition von Morphismen von Rdumen mit k-Funktionengarben ist ¢ wohlde-
finiert und ein k-Algebrenhomomorphismus.

Betrachte ¢ € Hom(X,Y). Zeige f = ©#. Zur Erinnerung: ¢ entsteht durch einen
Lift ® im folgenden Diagramm.
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Opm (A™) g9or Opn (A

h—hof

Oy (Y)

Betrachte F': A" — A™. Es gilt o (2) = F(z) fiir alle z € X. Fiir alle g € Opm(A™)
und z € X gilt g(F(z)) = g(f(x)), wie durch Verfolgen des &uleren Weges im vorherigen
Diagramm klar ist.

Daraus folgt nun F(z) = f(x) fiir alle x € X. Damit folgt die Behauptung, da
p#(z) = F(x). O

Ox(X)

Das rechtfertigt nun die folgende
Re-Definition. Sei (X, Ox) ein Raum mit k-Funktionengarbe. (X, Ox) heiit affine
Varietdt, falls eine irreduzible algebraische Teilmenge Y C A" existiert, sodass (X, Ox) =
(Y, Oy) (als Rdume mit k-Funktionengarben) gilt.

10.3 Teilraume

Lemma 10.11. Sei (X, Ox) ein Raum mit k-Funktionengarbe sowie Y C X Teilmenge.
Versehe Y mit Relativtopologie von X. Betrachte die Teilmengeninklusion i: Y — X
(stetig). Dann existiert genau eine k-Funktionengarbe Ox|y aufY, sodass

i) i: (Y,Oxly) — (X, Ox) ein Morphismus ist und

ii) fir alle Morphismen von Rdaumen mit k-Funktionengarben f: (Z,O0z) — (X, Ox)
mit f(Z) CY das Diagramm

(2,07) —L— (X,0x)
3!‘];\\\\,\ 7‘1\
<Y7 OX‘Y)
kommutiert.
Beweis.

Eindeutigkeit: Seien O, O’; sodass i) und ii) gelten.

(Y,0) + 22 (v,0)
Z (X,0x)
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Dann ist i1 = iy = idy (als Abbildungen), also O(U) C O'(U) und O'(U) C O(U),
da 7 und 75 Morphismen sind.

[9. Juli 2018]

[12. Juli 2018)]

Existenz: Sei U C Y offen. Dann existiert ein offenes V C X mit Y NV = U. Wir beob-
achten, dass g € Ox (V). Dann ist glyny—v € Oy (U). Problem ist die Verklebung,
weshalb wir lokal vorgehen. Definiere

VyeU: 3V CX offen, geV’,
(Ox|y)(U) 1= {g: U — k | g @i s offemacV, 1

Wir zeigen, dass Ox|y eine Garbe von k-Funktionen ist.
e (Oxl|y)(U) C Abb(U, k) Unteralgebra: Klar.
e Unter-Pragarbe: Klar.

e Verklebung: Sei U = |JU; eine offene Uberdeckung und g € Abb(U, k) mit
v, € (Oxly)(U;). Wir behaupten g € (Ox|y)(U). Sei hierzu y € U. Dann
existiert ein ¢ mit y € U;. Nach Definition existiert ein offenes V! C X
y € V/ und es existiert ein g; € Ox (V) mit gi|v,nv; = glv,nvy. Definiere nun
V=V NV NV, (wobei V C X offen, sodass Y NV = U und V; C X offen,
sodass Y NV, =U,).

Dann folgt glvinu = ¢ilvinv (da V' U CV/NU,).

Damit ist die Existenz gezeigt.

Tatsachlich gilt auch i) nach Konstruktion.

Zuii): Sei f: (Z,0z) — (X, Ox) ein Morphismus mit f(Z) C Y. Definiere f:zZ—
Y,z — f(z). Wir zeigen, dass f ein Morphismus ist. Sei U C Y offen sowie
g9 € (Ox|y)(U).

Wir zeigen nun g o f|f,1(U) € Oz(f1U)).

Beweis. Da g € (Oxly)(U) ist, existiert fiir alle y € U ein offenes V, C X mit
y € V, und ein g, € Ox(V,) mit g,|v,~nv = glv,nv. Wie vorher sei V' C X offen
mit V NY = U. Ohne Einschrankung sei V, C V. Dann gilt UNV, =Y NV,.
Da f:(Z,07) — (X,Ox) ein Morphismus ist, gilt Gy © [y € (’)Z(f YV,)).
Wegen f(Z) CY folgt nun f~(V,) = f~1(V, NY) = f~1(V,NY).

Also gilt (90 f| 10l 1) = glviey 0 flr-1w) = gy0 FI71 (V) € Oz(F71(V,)) =
Oz(f71(Vy NY)). U

Da fil(U) = Uyev fll(% NY’) folgt mit der Verklebung schlieflich
go fliwy € Oz(F71(U)). O

Bemerkung 10.12. Sei (X, Ox) Raum mit k-Funktionengarbe sowie Y C X.
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i) Falls Y C X offen ist, so folgt (Ox|y)(U) = Ox(U).
Dies gilt, da fiir offene U C Y dann U +— Ox(U) eine Garbe von k-Funktionen auf
Y definiert, welche die universelle Eigenschaft aus Lemma 10.11 erfiillt.
11) Ist Z g Y, SO gllt (Ox‘y)‘z = OX|Z'
Lemma 10.13. Sei X C A" eine irreduzible algebraisch Teilmenge.

i) Sei Y C X abgeschlossen und irreduzibel. Dann ist Ox|y = Oy-.

ii) Sei h € A(X). Sei Y ={(z,2) € X x A' | h(z) -2 =1} C X x A! (abgeschlossen
und irreduzibel). Dann ist Y C A" eine irreduzible algebraische Teilmenge. Es
gilt A(Y) = A(X)[h™Y]. Die Abbildung f: Y — D(h),(x,z) — x ist ein Homdo-
morphismus und ein Isomorphismus

f+(Y,0v) — (D(h), Ox|pwm)-

Beweis.

i) Sei h C X. Zeige (Ox|y)(U) = Oy(U).

,C“ Sei i1 Y — X die Inklusionsabbildung. Da i ein Morphismus von alge-
braischen Teilmengen ist, ist nach Proposition 10.10 auch i: (Y,Oy) —
(X,Ox) ein Morphismus von Réumen mit k-Funktionengarben. Anderer-
seits ist i: (Y, Oxly) — (X, Ox) auch ein Morphismus. Nach der universellen
Eigenschaft (Lemma 10.11 ii)) erhalten wir

(Y,0y) —— (X,0x)

(Y, Oyly).
Es folgt ¢ = idy (als Abbildung von Mengen). Sei also U C Y offen und
g c (Oxly>(U) Dann gllt g= gOi|U € Oy(U)
,2% Sei g € Oy(U). Sei y € U. Dann existiert ein h € A(Y) = AX)/iy) mit

y € Dy(h) C U. Da g, ) € Oy(D(h)) = A(Y)[h71], existieren f € A(Y)
undTZOmitgz%.

Wir wihlen nun Urbilder f,h von f,h unter A(X) — A(Y) (also f = fly
usw.). Betrachte ¢’ := -k € A(X)[h™!] = Ox(Dx(h)). Definiere V' := Dx/(h).

Dann ist V/ Ny = Dy<h) und 9/|V'mY = g|V’ﬂY~ Also gllt g c (OX|Y)(U)

ii) In Aufgabe 3 (i) auf Ubungsblatt 10 wurde bereits bewiesen, dass
e Y irreduzibel und abgeschlossen in A",
o A(Y) = A(X)[h™'] und
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e f ein Hom6omorphismus ist.
Es verbleibt zu zeigen, dass
a) f ein Morphismus von Rdumen mit k-Funktionengarben und
b) f~! ein Morphismus von Riéumen mit k-Funktionengarben ist.
Beweis:

a) Wir haben das kommutative Diagramm
X x At T X
abgeschlossen || i Ul offen
Yy —L 5 D).
Betrachte die Komposition f: Y — X, f = pry oi. Also ist f ein Morphis-
mus von algebraischen Teilmengen. Nach Proposition 10.10 ist f: (Y, Oy) —

(X, Ox) ein Morphismus. Es gilt f(Y) = D(k) und mit Lemma 10.11 kommu-
tiert das folgende Diagramm.

(Y,0y) —L— (X,0x)

3F ey T

(D(h), Ox[pm))

Als Abbildung gilt nun f = f.

b) Es gilt f~': D(h) — Y,z ( L5 hia )) Es ist zu zeigen, dass f~! ein Mor-
phismus von Rédumen mit k-Funktionengarben ist. Sei U C Y offen sowie
g € Oy(U)
Ohne Einschriankung gilt U = Dy (u) fiir ein u € A(Y) = A(X)[h™}], was

bedeutet, dass es a € A(X) und r > 0 gibt, sodass u + 3. unter obigem
Isomorphismus.

Sei also u: Y — k, (z,2) — 1 ) — g(z)z". Damit gilt nun Dy (u) = {(z,2) €

) -
Y [a(x) # 0} und (f71)7'(Dy (u)) = f(Dy(u)) = {x € Dx(h) | a(z) # 0} =

Dx(ah>.

Es gilt g € Oy(Dy(a)) = A(X)[h™!]. Also existieren ¢’ € A(X) ndn >0
mit g — i Das heifit g0 Dy (h) — k, (z,2) — (a(zg)}(jgi))n = ((2))

Wir erhalten also fiir go f~!|(t=1)-1(Dy (a)) : DX(ah) —kx— o g(;f() = (wobel
(fil)il(Dy(a)) = Dx(ah) gllt) dann g O |(f—1)—1 Ox(Dx(ah))
Ox((f~1) ' (Dy(u))) folgt, also f~': (D(h), Ox|pn)) — ( Oy) ein Morphis-
mus ist. [

10.4 Pravarietaten

Definition 10.14.
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i) Sei (X,Ox) ein Raum mit k-Funktionengarbe. (X, Ox) heifit Privarietat (,,pre-
variety), wenn es eine endliche offene Uberdeckung X = U, U ---U U, gibt, sodass
(Us;, Ox|y,) fir jedes 1 <i < n eine affine Varietét ist.

ii) Seien (X, Ox) und (Y, Oy) Pravarietéten. Ein Morphismus f: (X, Ox) — (Y, Oy)
ist ein Morphismus von Rdumen mit k-Funktionengarben.
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